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87 Endliche Mengen

(7.1) DEF: M und N seien nichtleere Mengen.

a) M heifit gleichmichtig zu N (in Zeichen: M ~ N), wenn es eine bijektive Abbildung
M — N gibt.

b) M heifit endlich, wenn es ein n € N gibt mit M ~ {1,2,3,...,n} C N. n wird dann die
Anzahl der Elemente von M genannt. Bezeichnung: n =: |[M| .

c) Die leere Menge ist endlich mit || =0 .
d) Ist M nicht endlich, so heiit M unendlich (|M| = o).

(7.2) BEM: a) N ist eine unendliche Menge. Die Annahme, dafi IN endlich ist, fiihrt auf
einen Widerspruch.

b) Eine Menge M heifit abzahlbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung M —
IN gibt, wenn also M ~ IN gilt. Die Mengen IN, Ny, Z, QQ sind alle abzahlbar unendlich.
Bei einer unendlichen Menge spricht man von der Kardinalzahl oder Machtigkeit als Maf3
fiir die Grofle dieser Menge. Die Kardinalzahl von IN wird mit ¥, bezeichnet (N ist der erste
Buchstabe des hebriischen Alphabets). Gleichméchtige Menge haben dieselbe Kardinalzahl.
Es gilt |N| = |No| = |Z| =] Q| = X.

Es ist sicher iiberraschend, dafi N und 7 dieselbe Méchtigkeit haben (der Beweis wurde in der
Vorlesung angedeutet), obwohl IN eine echte Teilmenge von 7 ist. Dagegen kann eine endliche
Menge nie zu einer echten Teilmenge gleichmachtig sein. Dafl IN und @ gleichméchtig sind,
beweist man mit dem 2. Cantor’schen Diagonalverfahren.

c) Die Menge R ist unendlich, es gibt aber keine Bijektion R — IN. (Das 148t sich mit dem
1. Cantor’sches Diagonalverfahren beweisen.) Man sagt: R hat eine groere Machtigkeit
als N | oder R ist iiberabzdhlbar. |R| = Y;. Die Kontinuumshypothese besagt, daf} es
zwischen ¥y und N; keine weitere Kardinalzahl gibt.
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(7.3) SATZ: a) M und N seien nichtleere Mengen, und f : M — N sei eine bijektive
Abbildung. Dann gilt: M ist genau dann endlich, wenn N endlich ist. In beiden Féllen ist
dann |M|=|N]|.

b) Ist M endlich, so ist auch jede Teilmenge 7" C M endlich, und es gilt |7 | < |M|.

(7.4) SATZ: Fiir endliche Mengen M und N gilt:

a) MUN ist endlichund |[MUN|=|M|+|N|—-|MNN|

b) ImFalle MNAN=0 ist |[MUN|=|M|+|N].

c) MNN istendlichund 0 < |MNN|<min(|M|,|N]) .

d) Im Falle M C N ist N\ M endlichund |[N\M|=|N|—|M]|.
e) M x N istendlichund |M xN|=|M|x|N].



