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(6.2) SATZ: Beweis durch vollstindige Induktion, 1. Version

Es sei A(n) ein Pradikat (n € IN). Kann man dann die beiden folgenden Eigenschaften be-
weisen:
i) A(1) ist richtig,
ii) Aus der Richtigkeit von A(n) fiir eine beliebige natiirliche
Zahl n € IN folgt die Richtigkeit von A(n + 1),

so ist A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € IN richtig.
Formal 148t sich ii) schreiben als VneN: An) = A(n+1)

Bezeichnungen: Ein Induktionsbeweis besteht immer aus 2 Beweis—Teilen:
1) dem Induktionsanfang (IA)

hier wird bewiesen, daf} die Behauptung fiir n = 1 richtig ist

2) dem Induktionsschlufl (IS) oder dem “Schlufl von n auf n+ 1“

hier wird unter der Induktionsvoraussetzung (IV), dafi die Behauptung fiir eine beliebige
(aber feste) natiirliche Zahl n richtig ist, die Induktionsbehauptung (IB) bewiesen, daf
dann die Behauptung auch fiir n + 1 richtig ist.

(6.3) PEANO—-Axiome fiir die natiirlichen Zahlen:
P;) 1 ist eine natiirliche Zahl

P;) Jede natiirliche Zahl n besitzt eine natiirliche Zahl n' als
Nachfolger

P;) 1 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl

P,) Haben zwei natiirliche Zahlen denselben Nachfolger, so sind
sie gleich

P;) Induktionsprinzip
Eine Menge T natiirlicher Zahlen, die 1 enthalt und mit jeder
Zahl auch deren Nachfolger, enthélt alle natiirlichen Zahlen.

Ordnet man jeder natiirlichen Zahl ihren Nachfolger zu, so wird dadurch eine Abbildung
v:IN — NN definiert. Diese Abbildung v ist injektiv (P4) , aber nicht surjektiv, da 1 ¢ Bild(v)
(P3). Etwas formaler:

P) 1eN

Py) VneNdn'eN:n'=n+1

P;) VneN:n'#1

P,) VmeNVneN:m'=n' = m=n

P;) Induktionsprinzip
Ist TCNmit i) 1€7T und ii) VneN:neT = n'eT,
so folgt T'= IN.
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(6.6) SATZ: Beweis durch vollstindige Induktion, 2. Version

Sei ng € IN eine feste natiirliche Zahl und A(n) ein Pradikat (n € IN, n > ng). Kann man dann
die beiden folgenden Eigenschaften beweisen:

i) A(ng) ist richtig,
ii) Aus der Richtigkeit von A(n) fiir eine beliebige natiirliche
Zahl n > ny folgt die Richtigkeit von A(n + 1),

so ist A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny richtig.

(6.7) SATZ: Beweis durch vollstindige Induktion, 3. Version

Sei ng € IN eine feste natiirliche Zahl und A(n) ein Pradikat (n € IN, n > ny). Kann man dann
die beiden folgenden Eigenschaften beweisen:

i) A(ng) ist richtig,

ii) Aus der Richtigkeit von A(ng), A(no+1), A(no+2),..., A(n) fiir eine
beliebige natiirliche Zahl n > ng folgt die Richtigkeit von A(n + 1),

so ist A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny richtig.

Auch hier die zweite Bedingung noch einmal etwas formaler:

VnelN,n>ny: VEeN,ny<k<n:Ak) = An+1)



