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12) Fir die Aquivalenzrelation S auf 7 gilt:

[0]={z|2€eZANxS0} = {3klke Z} =: V}

[1]=A{z|z€ZnNxS1} = {3k+1lkeZ} = W

[2]={z|z€eZnNnxS2} = {3k+2keZ} = V,

Es gilt z.B. [0] = [6] = [-9] oder [1] = [-5] = [16] , und es ist Z/S = {[0],[1],[2]} =

{Vo, Vi, Vo }. Man sieht: Viele der Aquivalenzklassen fallen zusammen, so daf3 schliefflich die
Quotientenmenge 7Z/S = {[z] | x € Z} aus genau drei Klassen besteht. Allgemein kénnen wir
beweisen:

(4.10) SATZ: M sei eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf M . Dann gilt:
a) VreM :z€[z]p

b) Vz,ye M : [z]lg=[y]r < xRy
c) Vo,ye M : [z]p=[ylr <= [z]rN[ylr #0

d) U [zlg = M.
[z]rREM/R

Bew: a) Wegen R,) gilt z Rz, also z € [z] .
b) "=" z€[z]=[y] = z€[y] = xRy nach Definition von [y] .
"<=” Sei z € [z] beliebig. Dann gilt z Rx. Aus der Voraussetzung z Ry ergibt sich mit der
Transitivitit z Ry , also z € [y]. Damit ist [z] C [y] gezeigt. Analog zeigt man [y] C [z], so
daf} insgesamt die behauptete Gleichheit folgt.
c) ’=" [z]=[y]#0 (nach a)) = [z]n[y]=[z]#0.
"«<—=" dze[z]N[y] = zRzAzRy. R3)und Rg) liefern hieraus z Ry — [z]=[y]
d) [z]cM = U [z]CcM.

[z]eM/R

Umgekehrt: y € M beliebig =ye|y] = ye |J [z],dh. MC |J [z].
[z]eM/R [z]eM/R

Die Aquivalenzklassen bzgl. einer Aquivalenzrelation R auf einer Menge M bilden ein disjunktes
Mengensystem bestehend aus nichtleeren Teilmengen von M, deren Vereinigung die Menge M ergibt.

(4.11) DEF: Es sei M eine Menge. Ein System Z von Teilmengen von M heifit eine Zerlegung
von M | wenn gilt:

1) VZe€eZ:ZCMund Z #0

Q) VZ,Z'€Z:Z#7 = ZNZ =1

3) UZ =M.

zZezZ

Damit ist die Quotientenmenge eine Zerlegung von M, und man kann sich tiberlegen, daff es zu
jeder Zerlegung von M eine Aquivalenzrelation gibt, deren Quotientenmenge gerade die gegebene
Zerlegung ist (s. 5. Ubung).



