4 Relationen

4.a) Allgemeine Definitionen

Relationen stellen Beziehungen zwischen den Elementen zweier Mengen her. Beispiele:
1) M sei die Menge aller Menschen. Fiir 2,y € M bedeute z ~ y , dafl x mit y verwandt ist

2) M sei die Menge aller Manner und F die aller Frauen. Fiir x € M und y € F bedeute
x ~ y, dal z mit y verheiratet ist. Ein ”Ehepaar” ist also ein Paar (z,y) mit x ~ y. Die
Menge FE :={(z,y) |z € M,y € F,x ~y} C M x F ist dann eine Teilmenge von
M x F, durch die die Relation ”verheiratetsein” vollstdndig beschrieben ist.

3) z,ye R : z <y ”Kleiner-gleich-Beziehung”.

4) mn€ZZ : min (dh. 3k €Z : n=km) ”Teilbarkeitsbeziehung”

5) U,V € P(M) : UCYV ”Enthaltenseins—Beziehung”

6) G sei die Menge aller Geraden in der Ebene und es seien g,h € G : g || h oder g L h .
7) M sei eine beliebige Menge, z,y € M : x =y ”Gleichheit”.

Mathematisch gesehen wird eine Relation vollstindig bestimmt durch eine Teilmenge eines
kartesischen Produktes, so ist z.B. die Teilbarkeitsbeziehung in 4) beschrieben durch die Menge:

{(m,n) | m,n € Z,m|n} C7Z x 7

(4.1) DEF: M und N seien Mengen. Eine Teilmenge R C M x N heifit eine Relation
zwischen M und N. Im Falle M = N heifit R eine Relation auf M. Fiir (z,y) € R schreibt
man auch z Ry und sagt: "z steht in Relation R zu y”.

Zu Beispiel 7): Die Menge Ay = {(z,z) | © € M} heifit Diagonale von M. A, C
M x M ist dann eine Relation auf M. Es gilt: V (z,y) € M x M : (z,y) € Ay <= z=1y ,
d.h. Aj,s beschreibt gerade die Gleichheitsbeziehung zwischen den Elementen von M.

Aus zwei Relationen 148t sich in geeigneten Fallen eine weitere Relation konstruieren: die
Verkniipfung oder Komposition.

(4.2) DEF: M, N, P seien Mengen.
a) RC M x N und S C N x P seien Relationen. Dann heifit die Relation

SoR = {(m,p) | meM,pe PAne N: (m,n) € RA(n,p) €S} C M x P
die Verkniipfung oder Komposition von R und S.

b) Diezu R C M x N inverse Relation R™' C N x M ist definiert durch
R~ := {(n,m)|ne Nyme M,(mn) e R} CNxM .
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Etwas anschaulicher geschrieben:

SoR = {(m,p) |meM,pe P,3ne N: mRnAnSp}

R = {(n,m)|n€ N,me M,mRn}

Ist R die <-Beziechung, d.h. xRy <= xz <y, so ist die inverse Relation B! definiert durch
TR < yRr <= y<zx < z>7y.

(4.3) SATZ: Sind M,N,P und @ Mengen und RC M XN, SCNXxPund T CP x@Q
Relationen, so gilt:

a) (ToS)oR = To(SoR) b) (SoR)™! = R1oS1t.

Bew: a) Esist die Gleichheit der beiden Teilmengen (T'0S)o R und To(SoR) von M X @ zu
zeigen. Nach Definition gilt

(ToS)oR={(m,q) | meM,ge@,3ne N : mRnAn(ToS)q}
und n(T' o S)g <= dp € P : nSpApTq. Fiir beliebiges (m,q) € M x @ gilt:
(m,q) € ToS)oR <= 3IneN :mRnAn(ToS)g
< dneN :mRnA(@peP : nSpAplq) (*)
(m,q) €To(SoR) <= dpeP :m(SoR)pApTq
< dpeP :(In€ N : mRnAnSp) ApTq (*)
Die beiden Ausdriicke (%) und (xx) sind dquivalent.
b) Esgilt (SoR)™'C PxM und R 'oS™! C P x M. Fiir ein beliebiges Element
(p,m) € P x M folgt dann:
(p,m) € (SoR)™ <= (m,p)€SoR <= IneN: (mn)€RA(np eSS
dneN : (p,n) € S'A(n,m) e R7' < (pm)e R"'oS™".
Damit gilt die behauptete Gleichheit. O

Auf einer Menge M kann es sehr viele Relationen geben (genausoviele wie Teilmengen von
M x M). Deshalb werden nur Relationen mit zusétzlichen Eigenschaften von Interesse sein. Bei
der Auswahl dieser Eigenschaften orientieren wir uns an wichtigen mathematischen Beispielen,
die wir z.T. schon kennengelernt haben.
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4.b) Ordnungsrelationen

Wir betrachten zunachst zwei schon bekannte Beispiele:

(R, <) (P(M),C)

< ist eine Relation auf R C ist eine Relation auf P(M)
) r<zx UCU

) r<ynNy<r—=—z=y UCVAVCU=U=V
) r<yANy<z=—=uw<z UCVAVCW=UCW
)

)

W N =

B

es gilt stets z < y oder y < zx nichts entsprechendes

(S

r<y=y<Lcx UCcV=VgU

Wir nehmen dies zum Anlaf} fiir die folgende Definition:

(4.4) DEF: Sei M eine Menge. Eine Relation R C M x M heifit partielle Ordnung oder
Halbordnung auf M, wenn gilt:

R,) Vze M : 2Rz (R ist reflexiv)
Ry) Vz,ye M : (ztRyAyRz) — x =y (R ist antisymmetrisch)
R;) Vz,y,2€ M : (tRyAyRz) = zRz (R ist transitiv)

(M, R) heifit dann auch eine partiell geordnete Menge.

Beispiele: (R, <), (P(M),<Q), (N,]), (M,=)

Wihrend in (IR, <) je zwei Elemente bzgl. < vergleichbar sind, ist dies bei (P(M), C) i.a. nicht
der Fall: Fiir M := {1,2} gilt etwa {1} € {2} und {2} Z {1}.

(4.5) DEF: Eine partielle Ordnung R auf einer Menge M heifit lineare oder totale Ordnung,
wenn gilt:

R,) Vez,ye M : (xRyVyRx) (R ist alternativ).
Beispiele: (IR, <) ist linear geordnet, (P({1,2}),C) und (IN, |) sind nicht linear geordnet.

Die <—Beziehung auf R (oder die C—Relation auf P(M)) erfiillt nicht R;), jedoch R3) und
dartiberhinaus

R;) Vz,ye M : Ry = —(yRx) (R ist asymmetrisch)

(4.6) DEF: Sei M eine Menge. Eine Relation R C M x M heifit strenge Ordnung auf M,
wenn R die Bedingungen Rj3) und Rj) erfiillt,

Beispiele: (R,<), (P(M),QC) .



