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Wir betrachtendie RelationR
�������

, die für � m� n�	�
� m��� n���� �����
definiertist durch:

� m� n� R� m� � n� � : ��� m � m�	� n � n���(1)

(a) Zu zeigen:R ist einepartielleOrdnungauf
�����

.

Beweis. Reflexivität: Seialso � m� n��� �����
beliebiggewählt.Danngilt m � m � n � n, da �

reflexiv ist. Also ist wegen(1) � m� n� R� m� n� unddamitist R reflexiv.
Antisymmetrie:Seien� m� n�	��� m� � n� ��� �����

mit � m� n� R� m� � n� � und � m� � n� � R� m� n� . Dasheißt
dochnach(1), daß

m � m� � n � n� undm� � m � n� � n �
Da aber � antisymmetrischist, folgen m � m� und n � n� . Zusammengefaßt heißt das:
� m� n� R� m� � n� � � � m� � n� � R� m� n��� m � m� � n � n� ��� m� n����� m� � n� � . Dasist abergenaudie
Definitionvon antisymmetrisch.
Transitiviẗat: Seien � m� n�	��� m� � n� �	�
� m� � � n� � ��� �����

beliebig mit � m� n� R� m� � n� � und
� m� � n� � R� m� � � n� � � . Danngeltennach(1)

m � m� � n � n� undm� � m� � � n� � n� � �
Da � transitiv ist, folgen m � m� � und n � n� � . Also � m� n� R� n� � � m� � � . Wir habenalsogezeigt:
� m� n� R� m� � n� � � � m�!� n�� R� m� ��� n� � ������ m� n� R� n� ��� m� �"� . Damit ist R transitiv.
Aus denEigenschaftenreflexiv, antisymmetrisch und transitiv folgt, daßR einepartielleOrd-
nungsrelationist.

Behauptung:R ist nicht linear.

Beweis. Lineariẗat heißt #$� m� n�	�
� m� � n� ��� �����
: � m� n� R� m� � n� �&%'� m� � n� � R� m� n� . Es reicht

alsoein Gegenbeispielanzugeben:
Esgilt � 1 � 2�)(R� 2 � 1� und � 2 � 1�*(R� 1 � 2� . Also ist Rnicht linear.

(b) Zu M : �,+ /0 �-+ 5./�-+ 6./�-+ 1 � 3.0�-+ 2 � 3 ./�-+ 1 � 2 � 3 ./�-+ 1 � 3 � 4 .1+ 2 � 3 � 4 .1. ist dasHasse-Diagramm
bez̈uglich derRelation

�
aufzustellen:

2 + 1 � 3 � 4 .3 3 3 3 3

2 + 1 � 2 � 3 .44444

3 3 3 3 3

2 + 2 � 3 � 4.44444
+ 5 . 2 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

2 + 1 � 3 .3 3 3 3 3

2 + 2 � 3 .44444

2 + 6 .66666666666662
/0

Wie mansieht,ist /0 daskleinsteElementder Menge,denn # x � M : /0 �
x. Damit ist /0 auch

(einziges)minimalesElement.Esgibt kein größtesElement,denn# x � M 7 y � M : y (� x.
Die maximalenElementein � M � � � sind: + 5 ./��+ 6 ./�$+ 1 � 2 � 3 ./�8+ 1 � 3 � 4 ./�$+ 2 � 3 � 4 . .
� M � � � ist nicht lineargeordnet,dennz.B. + 1 � 2 .�(� + 2 � 3. und + 2 � 3 .�(� + 1 � 2 . .
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