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Ubungsblatt 1

—— Aufgabel

In dieserAufgabewerdenweitereRegelnfur dasRechnemit UngleichungeraufgestelltBeim
Beweis durfen nur solcheRegeln benutztwerden,die in der Vorlesungals Grundrgeln auf-
gestelltoder daraufbasierenteniesenwurden.Andere Regeln, die (vielleicht nochausder
Schulzeit)bekanntind,dirfennicht benutztwerden.

(@) Behauptungd < x<y=x1>y1>0

Beaweis. 0 < x < y bedeuteD < x undx < y. Da < transitv ist, folgt insbesonderauch0 < y.

Als erstenSchrittbeveisenwir: x> 0 = x~! > 0. Dazugeherwir indirekt vor:

Annahme:

(1) x1i<o.

Dax > 0Oist, kdnnenwir wegenOy) die Ungleichung(1) mit x multiplizieren.
Xx1<0|'x=1=x<0-x=0=1<0

Diesist aberein Widersprud, dal > 0 gilt. Folglich ist die Annahmefalschund unsereerste

Behauptundewiesen.

Wegenx—! > 0 folgt mit (1.8a)ii):
x<y|xl=xxl<yxl=1<y-x

NachdemerstenSchrittgilt auchy—! > 0, sodaRwir wiedermit (1.8a)ii) schlieRerkonnen.
1 < yX—l | _y—l — y—l — y—l .1 < y—l(yx—l) — (y—ly)x—l -1. X—l — X—l

Also gilt y 1 < x~ 1, unddaswar zu zeigen. O

1

BemerkungDie Voraussetzun@ < x < y ist erforderlich:—3 < —2, aber—1/3 > —1/2
Fazit: Gehtmanin einerUngleichungzwischenpositiven reellenZahlenzu deninversenEle-
menteniiber sodrehtsichdasUngleichheitszeicheam.

(b) Behauptungx<y A W< z=—=X4+W<y+2

Beweis. Die folgendenUberlggungerbasiererauf (1.8a),i) undiii):
X<Y|+W=X+W<y+Ww
W<zZ|+y=y+w<y+z

Damitist die Behauptundewiesen. O

}:>x+w<y+z

Fazit: Strikte Ungleichungerdiirfenaddiertwerden.
(c) Behauptungx>0,y>0, X¥* <y’ = x<y

Beweis. 1. Fall: x= 0 odery = 0. Hier folgt die Behauptunginmittelbar
Die Voraussetzungn 1. Fall ist von der Form AV B. Die Negationhiervon ist dann—-AA —-B
(Regelvon deMorgan).Also:
2. Fall: x> 0 undy > 0. Wir fihreneinenindirektenBeweis. Die Negation der Behauptung
x <yistdannx > y. Wir benutzerwieder(1.8).
Annahmex >y. ,
X>Y| X=X :x-x>y->2< } NI
X>y| y=y-x>y-y=y
Damit erhalterwie einenWdersprud zu unsereioraussetzung? < y?. O

BemerkungDie Voraussetzung > 0, y > 0 ist erforderlich:Fir x = —3 undy = —4 gilt zwar
X =(~3)2=9<16=(-4)>=)? aberx= —3> —4=y.
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Fazit: Aus einerUngleichungzwischemichtngjativen ZahlendarfaufbeidenSeitendie Wurzel
gezogermwerden(diesentsprichtdlemUbeigangvon x? nachx):

x>0,y>0, x<y= /X< /Y.
(d) Behauptungd < x<y = x> <y?

Beweis. Wir fihrenwiedereinenindirektenBeweis:

Annahmex? > y? (Dies st die Negationvon x* < y?) Nachdem Aufgabenteilc) (wir diirfen
diesesErgebnisjetzt benutzendawir esgeradebewiesenhaben!)folgt x > y im Widersprud
zuunsereMoraussetzung < y. O

BemerkungDie Voraussetzun@ < x < y ist erforderlich:Esgilt zwar —3 < —2, aber(—3)? =
9> 4= (-2)7>
Fazit: EineUngleichungzwischernpositvenreellenZahlendarf quadriertwerden.

—— Aufgabe2
(@) ZuzeigenFurallexe R gilt: [—x]| = —[X]

Beweis. Setze m:= |—x|. Dann ist nach Satz (1.10) m< —x< m+1. Multiplikation
mit —1 liefert —m>x>—(m+1)=-m—1. Nach Satz (1.11) ist dann —m= [x].
= | x| =m=—[X]. O

(b) Zuzeigen:Furallexe R,n€ Z gilt: | x+n| = |x] +n.

Beweis. Setzem:= |x+ n|, dannist nach(1.10)m < x+ n < m+ 1. Durch Addition von —n
erhalt manm—n<x< m—n+1. Alsoist m—n= |x] undsomit [x+n] —n=m—n=|X].

Addition von n auf beidenSeitenliefert schlieflich| x+n| = | x| +n. O
(c) BehauptungDie Formel|n-x| = |X] - nist nichtfur allex € R,n € Z richtig.
Beweis. Gegenbeispieln = 5,x = i
1 5
s3] -[3]-2
1
5. 5| = 5.0=0
Aber0+# 2,also|5-3| #5-|3]. O

(d) Zuzeigen:Fura,b € R gilt: Die AnzahlderganzerzZahlenin Ja, b[ ist [b] — [a] — 1.

Beweis. Zunachstein kleinesBild zur VeranschaulichundesAussagdira= 2.2, b= 10.7:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
| | | | | | | | | |

‘[fa HT
la] [b]
Sein €]a, b[ eineganzeZahl. Esgilt
a<n=|aj<a<n=|al+1<n
n<b=n<b<[b]=n<[b]-1
unddamit
(2) |aj+1<n<[b]—-1
Seienx,y € Z mit x <y. Die Anzahl der ganzenZahlenim abgeschlossendntenall [x,y] ist
y—x+ 1; denn:x+ 0,x+ 1,x+2,... ,X+ (y— X) € [X,y] sindalle ganzerZahlenin [x,y].
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Mit (2) folgt fur die AnzahlderganzerZahlenin ]a, b[:
[b]—-1—(la]+1)+1=[b]—1—|a]—1+1=[b]—|a] -1

—— Aufgabe3

Gesuchist die Zahl derBits (= Stellen,die jeweils 0 oder1 seinkdnnen),die berbtigt werden,
umn = 76543210darzustellen.
Nach(1.13)ist die Zahl der Binarstellenvon n gleich [ log,(n) | + 1. (Dabeiist log,(n) = %
wobeiln dernatirliche Logarithmusalsozur Basise= 2.71828. . , ist.)
Wir erhalten|log,(n)] +1=[26.18977107..] + 1= 26+ 1= 27, berbtigenalso 27 Stellen,
um n binar darzustellen.

n = (76543210;¢ = (100100011111111010011101010),

Ubungsblatt 2

—— Aufgabe4

1 fallsx¢Z

Zu zeigen:Furx € R gilt: [X] — [x] = {
0 sonst.

Beweis. 1. Fall: x € Z. Dannist |x| = [x] = xundsomit[x] — |x] = 0.

2.Fall: x¢ Z.Nach(1.11)qgilt n= [X] <= n—1 < x< n. Wegenx ¢ Z, mul3n # x gelten,und
die Ungleichungversclarft sichzun— 1 < x < n. Additionvon 1 liefertn < x+ 1 < n+ 1, nach
(1.10)und Ubungsaufgab@cfolgt n= [x+1] = | x| + 1.

Alsoist [Xx| = [X]+1=[X] — |x| = 1. O

—— Aufgabe5
Zu zeigen:Die Dreiecksungleichunx+y| < |x| +y].

Beweis. 1. Fall: x+y > 0. Dannist |x+y| = x+Yy < |x| + |y|. Die letzteUngleichungfolgt aus
x < |x| undy < |y| (1.15d).
2. Fall: x+y < 0. NachderDefinitionvon |-| gilt jetzt
X4yl =—=(x+Yy) = (=%) + (=y) < [=X+ |-yl =X+ Y]
Hier haberwir (1.15d)und (1.15c)benutztWir habenalsogezeigt:
Furallex,ye R : [x+y| <X +y|-

—— Aufgabe6
Zu zeigen:P A Q = P ist allgemeingjltig, also(PAQ = P) <= W.

Beweis. Wir stellendie Wahrheitstafefiir PA Q = P auf:

P|Q|PAQ|PAQ=P
W{W|[ W W
W|F| F w
FlW| F w
FIF| F w
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und sehendal3die Formelfir alle Belegungenvon P und Q wahrist. Und so kannmandas
formal nachrechnen:

(PAQ)=P)<—=—=(PAQ)VP nach(2.4c)
< (-PV-Q)VP nach(2.3f)
< (-PVP)V (-Q) nach(2.3d,e)
= WV (-Q) nach(2.3a)
W nachDefinitionvon v

Wir erhaltenalsoauchhier (PAQ = P) <= W. O
—— Aufgabe7
DasSymbol| wird auchnand genanntalsonicht und
(a)
A | B | =(AAB)
W | W F
W | F W
F|W W
FI|F W

(b) (i) Zu zeigen:A|Aistlogischaquialentzu —A, alsoA|A <= —A
Beweis. AIA <= —(AAA) <= —-A dennANA <= A O
(i) Zu zeigen:(A|B)|(A|B) <= AAB.

Beweis. (A|B)|(AB) <% —(AB) 2% ——~(AAB) <= AAB. 0

(c) Gesuchist einezu (A= B) aquialenteFormel,in dernur| vorkommt.
Wir wissen(A = B) <= (—-AV B). Die Formelfur | liefert uns
(AB) <= —(AAB) <= (-AV —B).
Um die richtige Formel zu erhalten,miissenwir alsonoch B neggieren.Nach Teil b(i) dieser

Aufgabekanndiesdurch(B|B) erreichtwerden,undwir erhalten:

(A/(B|B)) £ —(AA (BB)) 2% —(AA-B) <= (-AVB) <= (A= B).

—— Aufgabe8

Esist dasArchimedisbe Axiommit Hilfe von Quantorerzu formulieren:
YXeRINeEN : n>x
Die Negationliefert:
IXeRVNEN : n<X
mansieht,dalRdie Quantorerfumklappen”,unddie Aussaggrechtsvon“:") negiertwird.

Ubungsblatt 3

—— Aufgabe9

(a) Die MengederBuchstabemlesWortes‘Mathematik”ist {M, a,t,h,e, m,i,k} oder—wenn
manGrol3-/Kleinschreibng nichtbericksichtigt—: {m, a,t, h,e,i,k}. Wie mansieht,kommtein

—4—
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Elementin einerMengenur einmalvor. Dabei spielt die Reihenfolgeder Buchstaberin der
MengekeineRolle.
(b) Gesuchist eineintensionaleDarstellungder MengeM = {1,2,4,8,16,32,... }, alsomit
Hilfe einesgeeigneterPradikates.
Man sieht leicht, da3 die Elemente von M gerade die Zweierpotenzen sind:
1=20,2=2% 4=22 ... DamiterraltmanM = {x| x€ N,3ne Ng: x=2"}.
(c) SeienM, N undP die MengendergazzahligeVielfachernvon 6, 8 bzw. 48. Gesuchsind
Beschreibngender Mengenmit Pradikaten.

M={x| X€eZAIKEZ: x=Kk-6}

N={y| yeZAIKeZ: y=k-8}

P={z| ze ZAIKeZ: z=k-48}
Esgilt MNN # P, denn24=4-6=3-8c MNN, aber24¢ P.

—— Aufgabe 10
(a)

NNP =M\(NNP)
(b) Zuzeigen'M\(NNP) = (M\N)U (M\P).

(MAN) U (M\P)

Beweis. Um die Gleichheitzu zeigen muf3folgendesnachgerechneterden:
Vx:x € M\(NNP) <= xe (M\N)U(M\P).
Dazubetrachtemwir ein beliebigesx:

Xx€ M\(NNP) <= xeMAx¢ (NNP) (Definitionvon'\)
<= xeMA-(xe NAXE P)
<= XeEMAXENVXEP) (deMorgan)
<= (Xe MAXEZN)V(Xe MAX¢P) (Distributivgesetz)

<= xe€ (M\N)Vvxe (M\P)
<= xe€ (M\N)U (M\P)
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—— Aufgabell

(a) Die Veranschaulichungon M\ (M\N):

7 M\(M\N)
— M\N

Die VermutungM\(M\N) = MnNN.
(b) ZuzeigenM\(M\N) =MnNN.

Beweis. Wir betrachterein beliebigesElementx:

x € M\(M\N) <= x€ MA-xe€ (M\N) (Definitionvon'\)

<= XeEMA-(Xe MAXEN)

<= XxXeMA(X¢gMVXEN) (deMorgan)

< (XeEMAXEM)V (xe MAXEN) (Distributivgesetz)

ARG SR
—F
<= Xxe MAXeN (FVA<=A)
< xeMNN (Definitionvonn)
U
—— Aufgabe12

SeiM = {1,2}, gesuchist P(P(M)).
Zunachstbestimmerwir P(M) = {0,{1},{2},{1,2}}, underhalten:
P(P(M)) = {0, {0}, {{1}}, {{2}}, {{L.2}},
{0.{1}}, {0.{2}}, {0,{3,2}}, {{1},{2}}, {{11.{L.2}}, {{2},{1,2}},
{0,{1},{2}}, {0,{1,2},{2}}, {0, {1},{1.2}}, {{1},{2},{1,2}},
{0,{1},{2},{1,2}} }

Essindgenaul6 Elemente.

—— Aufgabe13

Gegebersinddie zwei Mengen
U:={(xy)| (xY) €EZxZ, 20<x<40, 10<y< 20}
Vi={(xY)] (xy) €ZxZ, 30<x<50,5<y< 15}
(@) Zunachsteinegraphisché/eranschaulichung:
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u\V unv
20|

101

V

| | | |
20 40 50

Wie manschonanderGraphiksieht,istV € U, z.B.ist (50,5) € V, aber(50,5) ¢ U.
Die MengeU kanndagestelltwerdenals:
U ={202122...,3940} x {10,11,12,...,19,20}
undmansieht,daRU 21-11= 321 Elementéehat.
(b) Die Schnittmengderechnesich—wie mananderGraphikschonsieht—zu
unv={xy)| (xy) €ZxZ,30<x<40, 10<y<15}.
Analogist die Differenzmenge:
U\V ={(xy)| (xY) €ZxZ, 20<x< 30, 10<y< 20}
u{(xy)| (xY) €Zx 7%, 30<x< 40, 15<y< 20}.

Ubungsblatt 4

—— Aufgabe 14

Wir betrachterdie RelationR C N x N, die fur (m,n), (n7,n’) € N x N definiertist durch:
B) (MnR(M,n') <= m<mMAn<n.
(@) Zuzeigen:Rist einepartielleOrdnungauf N x N.

Beweis. Refleivitat: Seialso(m,n) € N x N beliebiggevahlt. Danngilt m< mAn<n, da<
reflexiv ist. Also ist wegen(3) (m,n)R(m, n), unddamitist R reflexiv.
AntisymmetrieSeien(m,n), (m,n’) € N x N mit (m,n)R(m',n") und(n7,’")R(m,n). Dasheift
dochnach(3), daf?

m<mAn<n undm <man' <n.
Da aber < antisymmetrischist, folgen m=m und n=nr'. Zusammengei3t heilt das:
(mn)R(m,n") A (M, )R(m,n) = m=m An=n"= (m,n) = (m,n’). Dasist abergenau
die Definition von antisymmetrisch.
Transitiviait: Seien (myn), (m,n’),(mM’,n”) e N x N beliebig mit (m,n)R(m,n’) und
(m,n)R(m",n"). Danngeltennach(3):

m<mAn<n undm <m’An' <n’.
Da < transitv ist, folgenm< m" undn < n". Also (m,n)R(n”,m"). Wir habenalsogezeigt:
(m,n)R(m,n") A (!, )R(M",n") = (m,n)R(n",m"). Damitist R transit.
Aus denEigenschaftemeflexiv, antisymmetride und transitiv folgt, daR eine partielle Ord-
nungsrelatiornist. O

BehauptungRist nichtlinear.

Beweis. Linearitt heil3tV(m,n), (m',n) e N x N : (m,n)R(m',n’) v (m/,n")R(m,n). Esreicht
alsoein Gegenbeispiehnzugeben:
Esgilt (1,2) R(2,1) und(2,1) R(1,2). Alsoist Rnichtlinear O

—7—
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(b) zZuM:={0,{5},{6},{1,3},{2,3},{1,2,3},{1,3,4},{2,3,4}} ist dasHasse-Diagramm
bediglich derRelationC aufzustellen:

{1,3,4} {1,2,3} {2,3,4}

{5} {6}

Wie mansieht,ist 0 daskleinsteElementder Menge,dennvVxe M : 0 C x. Damitist 0 auch
daseinzigeminimaleElement Esgibt kein gro3tesElement,dennyxe M Iye M : yZ x.

Die maximalerElementen (M, C) sind: {5}, {6}, {1,2,3}, {1,3,4}, {2,3,4}.

(M, Q) ist nichtlineargeordnetdennz.B. {1,3} ¢ {2,3} und{2,3} Z {1,3}.

—— Aufgabe15
Die RelationR ist aufderMengeM = {a,b,c,d,e} durchdie untenstehend&abelledefiniert:

Rla|b|c|d]e
alll1{01]|0

R ok ok

Rl olk|o
o|r| ok
Rlo|lr|o
o|lr| ok

b
c
d
e

(@) ZuzeigenRRisteineAquivalenzrelatioraufM.

Beweis. Reflivitat: Esgilt Vx € M : xRx dain derHauptdiagonalenur 1enstehen.
SymmetrieEsgilt Vx,y € M : xXRy=—> yRXx dadie Tabellesymmetriscleur Hauptdiagonalen
ist.

Transitivitat: Behauptungyx,y,z€ R : XRyA yRx=> XRy.

Die Behauptungst aufgrundder Reflexivitat und Symmetrievon R richtig, wennmindestens
zweiderx,y, z gleichsind.

EsbleibtalsoderFall paarweisererschiedenex, y, z zu betrachtenWir listennunalle x, y, z auf,
fur die xRyA yRzgeltenkann:

x|y|z|xRz||x|y|z|xRz|| x|y|z|xRz|| x|y]| z | xRz

alcle| 1 ||c|le|la| 1 ale|c| 1 dib|—-| —
b{d| —-| — ||ejlalc| 1 ||clale| 1 e|lc|la| 1
Wie mansieht,ist die Transitvitat offensichtlicherfillt. O

(b) Gesuchtsind die Aquivalenzklasserix|z von allen Elementenx € M. Definiert sind die
Aquivalenzklassedurch[Xr = {y| y € M,xRy}.

[Ar={ace}  [blr={b,d}

[cr={a,c.e}  [dlr={b,d}

[e]R = {a’ G e} +
Wie mansofortsieht,gelten[ar = [c]r = [d]r Und[b]r = [c]r. Damitist

M/R={[alr, [br} = {{a,c,€}, {b,d}}.
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—— Aufgabe 16

Auf derMengeM = {a,b, c,d} soll eineRelationR definiertwerden,die reflexiv und symme-
trisch,abernichttransitv ist.
Dazudefinierenwir

Rla b ¢

o0 oo
R OR Rk
el
PR RO
PR R Ra

R ist reflexiv, da auf der Hauptdiagonalemur 1en stehen R ist symmetrischda die Tabelle
symmetriscteur Hauptdiagonaleist. R ist nichttransitiy, dennaRbA bR¢ abera RRc.

—— Aufgabel17

Die RelationR aufderMengeRR x R ist definiertdurch:
(% Y)R(X,Y) = x=X =y—Y.
(@) ZuzeigenRRisteineAquivalenzrelatioraufR x R.

Beweis. Reflaivitat: x—x=0=y—y=> (X,y)R(X,Y).
Symmetrie(x,y)R(X,y) = x—X =y—y. Multipliziert man dieseGleichungmit (—1), so
erlaltman—(x—X) =—(y—y) =X —-x=y —-y= (X,Y)R(XY).
Transitiviait: Es gelte, (x,y)R(X,y) und (X,y)R(X",y"). Damit gelten x—xX =y—y und
X —x' =y —y'. Addiert manbeideGleichungensoerhalt man

X=X)+ (X =X") = (y=y)+ (Y -Y').

:):x" y:;u
also(x,y)R(xX",y"). O

(b) Gesuchsinddie Aquivalenzklasseron (0,0) und(2,5).
[(0,0)]r={(xY)| (xY) € RxR,(xY)R(0,0)}
={(xy)| (xy) e RxR,x—0=y—0}
{(xy)] (xy) e RxR,x=y}
={(xx)| xe R}
=ArRCRxR und
[(2,5)]R={(Xy)| (xy) ERxR,(%Y)R(2,5)}
={(xy)| (xy) e RxR,x—2=y—5}
={(x, )|(xy)e]Rx1Rx+3 y}
(

={(xx+3)| xe R} CRxR
Wie mansieht,ist [(0,0)]r eine Geradedurch (0,0) mit Steigungl. [(2,5)]r ist eine Gerade
durch(2,5) mit Steigungl.
Grafischeveranschaulichung:

B 27 5)
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Ubungsblatt 5

—— Aufgabe18

(a) SeiM eineMengeund Z C P(M) eineZerlegungvon M. Die RelationR seifir x,y € M
definiertdurch:xRy:<—=3Z € Z : xe ZAye Z
(i) Zu zeigen:Rist eineAquivalenzrelatiorauf M.

Beweis. Wir fasserzurachstdie EigenschafteminerZerlegungzusammen:

1.VZeZ: ZCMundZ #0,
2.¥2,2'€Z: 247 =7ZNnZ =0,
3. M:UZ€ZZ.

Reflivitat: Seix € M beliebig.Dannist nach3. x € |Jzc z Z undsomitxe Z' fureinZ' € Z.
Und damitistx € Z' Ax € Z', alsoxRx

Symmetrie:Seienx,y € M mit xRy beliebig. Dann gibt es nach Definition ein Z' € Z mit
xeZ' Ay e Z'. DaA kommutatv ist, folgt y € Z/ Ax € Z' undsomityRx

Transitivitat: Seienx,y,z€ M beliebigmit xRyundyRz Danngilt: (3Z€ Z : x€e ZAy€e Z)
und (3Z2'€ 2 : yeZ'AzeZ'). Damit ist yeZNnZ' und nach 2. folgt Z=2'. Also
X € ZAze ZunddamitxRz O

(i) Gesuchist die AquivalenzklasseinesbeliebigerElements.
Furxe MistXr={y| YEM, YyRX} ={y| yeM, 3Z€ Z : x€ ZAy € Z}. Wie manaus2.
sieht,gibt esgenaueinZ’ € Z mit x € Z'. Behauptungfx|r = Z' mit diesemZ’.

Beweis. “C": Isty € [X|r, sogilt xRy=—3Z € Z : xe ZAy€ Z,damitistZ=2Z'undy e Z'.
“D™ Gelteny € Z' Ax € Z', sogilt yRxunddamity € [X|r. O

(b) Gesuchsindalle AquivalenzrelationemufM = {a, b, c,d}.

Ist R eineAquivalenzrelatiorauf M, soist nach(4.10)M /R eineZerlegungvon M. Umgelehrt

bestimmtnach(a) jede Zerlegung Z eine Aquivalenzrelatiorauf M, derenAquivalenzklassen
geradedie Elementevon Z sind.Um alle Aquivalenzrelationerauf M zu bestimmenpraucht

mandahemur alle mdglichenZerlegungenvon M zufinden:

|Z| | Zerlegungen #Zerlegungen
1M 1
2 | {{a},{b,c,d}}, {{b},{a,c,d}}, {{c},{a b,d}}, 4
{{d}.{a,b,c}}
{{a,b},{c,d}}, {{a,c},{b,d}}, {{a,d},{b,c}} 3
3 | {{a},{b},{c,d}}, {{a},{c},{b,d}}, {{a},{d},{b,c}}, 6
{{b},{c}.{a,d}}, {{b},{d},{ac}t}, {{c},{d},{ab}}
4 | {{a},{b},{c},{d}} 1
Summe 15
—— Aufgabe 19
(a) Die Abbildungf : {ab,c,d,e} — {1,2,3,4,5,6,7} istdefiniertdurch
a2 b—5 c—7
d—3 e— 5.

GesuchistzuU := {b,c,d, e} die Bildmengef(U):
fU)={f(¥)| xeU} ={f(b),f(c),f(d), f(e)} ={3,57},

—-10-
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zuV = {3, 4 ,5} die Urbildmengef ~1(V):
f(V) = {x| xe M, f(x) eV} ={x| xe M, f(x) € {3,4,5}} = {b,d,e}
undqu’ = {1 2} die Urblldmengef Lvh):
f V) = {x| xeM,f(x) eV'} ={x| xeM, f(x) € {1,2}} ={a}.
(b) Die Abblldung g:7 — 7 ist definiert durch g(z) =2 fir alle z€ Z. Weiter sind
U:={-2,1,0,1,2,3} undV :={-1,3,4,5,9}.
g(u )—{g(— 2),9(1),9(0),9(1),9(2),9(3)} ={0,1,4,9}

—1

g ={x| xez,9(x) eV} ={-3,-2,2,3}
—— Aufgabe 20
Gegebersinddie zwei Abbildungen
f:RxR — R goR — R
(r,s) — r—s X — X3—x+1

(i) Zu berechnen:
(90 £)((5,2)) = 9(((5,2)) =9(5-2) =9(3) =25
(90 f)((2,5)) = 9(f((2,5) =9(2—-5) = g(—3) = —24
(i) Behauptung(f o g)(2) kannnichtberechnetverden.

Beweis. Die Hintereinanderaughrung ( f o g) ist nicht definiert,da die WertemengéR von g
nicht mit demDefinitionsbereiciR x R von f Gbereinstimmt. O

—— Aufgabe 21

(@) Behauptungf : N — N, n— n+ 5istinjektiv abernicht surjekti.

Beweis. Injektivitat: Sindn,n’ € N mit f(n) = f(n'), sogilt n+5=n'+5unddamitn=rn'.
Surjektiviit: 4 € N besitzt kein Urbild unter f. Annahme: Es gibt ein ne N mit
f(n) =4=n+5.Dannistn=—1 € N. Diesist aberein Widerspruchda—1 ¢ N. O

(b) Behauptungg: R xR — R, (X,y) — x— Yy ist surjektv abernichtinjektiv.

Beweis. Injektivitat:  Es sind  (2,1),(3,2) e RxR und (2,1) #(3,2). Aber
0(2,1) =2—-1=1=3-2=9(3,2). Damitist g nichtinjektiv.

Surjektivitit: Seix € R beliebig,dannist (x,0) € R x R und g(x,0) = x— 0= x. Wir kbnnen
alsozujedemx € R ein Urbild finden.Damitist g surjekti. O

Ubungsblatt 6

—— Aufgabe 22

EsseiG C N die MengedergerademaiirlichenZahlen.
(@) Zuzeigen:G C N. (ManchmalauchG C N geschrieben)

Beweis. G C N heifdtja: GC N und G # N. Wir habenl € N, aber1 ¢ G. Also kannnicht
N = G gelten. O

(b) Zu zeigen:Die Abbildung f : N — G, n—— 2-n ist injektiv und surjekty (und damit
bijektiv).

-11-
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Beweis. Injektivitat: Wir wollen zeigen: Vn,n e N : f(n) = f(n') = n=n'. Seien also
n,n" € N mit f(n) = f(n') beliebig,dannist2-n= 2.1 unddamitn=n'.

Surjektiviit: Wir wollen zeigenvn € Gdme N : f(m) = n. Seialson € G beliebig.Dannhat
n die Form2-mmit einemme N, dan geradeAlsoist f(m) =2-m=n. O

(c) Gesuchist die Umkehrabbildungy: G — IN mit f og=idg undgo f = idy.
Behauptungg : G — N,n+— 3 ist die Umkehrabbildung.

Beweis. Zunachstsindalle n € G geradeunddamitist € N undesgelten:
Yne N : (go f)(n) =g(2n) = 2 =nund
vne G: (fog)(n) = f(3) =2- 5 =nunddamitfog=idg undgo f = idy. O

—— Aufgabe23, CAESAR

definiertdurch:
ABCDEFGH.I MNOPQRSTUVWX
| \

P

— G

L
RN e
DEFGHI JKLM O QRSTUVWXY ZA

(a) Wie sichausobigerTabelleemibt: ¢ (X) =A,$(Y) =B, $(Z) =C.

(b) Wir wendenauf jedenBuchstaberder Worte VENI VIDI Vici die Abbildung ¢ anund
erhalten:YHQLYLGLYLFL.

(c) AusderobigenDefinitionvon ¢ ist ersichtlich,daf3jedesElementaus.A genauein Urbild

unterd hat.Also ist ¢ bijektiv. Die Entschiisselungsfurtion ¢~ weistjedemElementvon A
seinUrbild unter¢ zu:

ABCDEFGH

||

Y Z
||
B C

I J MNOPQRSTUVWXY Z
R || L O O O A
XYZABCDEFG JKLMNOPQRSTUVW

(d) WendeaufjedenBuchtaberdesGeheimtetes“GDVLVWHLQIDFK” die Abbildung 1
an.Dannerhalt man:DASISTEINFACH ~ DAS IST EINFACH.

K L
|
H

—— Aufgabe 24

Esist durchinduktionzu zeigen:

(&) Furne N bezeichnes, die Summealler ungerademaitirlichenZahlenvon 1 bis 2n— 1.
SucheeineFormalfir s, in Abhangigleit vonn undbeweisediesedurchvollstandigelnduktion.
Beobachtungs; =1, =4, $5=9, 4 =14,...

Behauptungs, = n.

Beweis. Induktionsanfangn = 1: s, = 1 = 12, alsoist die Behauptundiir n = 1 richtig.
Induktionsvoausseturg: Die Formel gelte fur eine bestimmtenatirliche Zahl n€ N, also
s, = n2.
Induktionsbehauphg: s,:1 = (n+1)2.
Induktionsshritt:

Si41=14+3+5+-+(2n—-1)+(2n+1) =5+ (2n+1)

Y24 (2n+1)=nr+2n+1=(n+1)>%

(b) Furne Nseit,:=1-2+2-3+---+n-(n+1).
ZuzeigenVneN : t, = In(n+1)(n+2).

12—
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Beweis. Induktionsanfangn=1:t; = 1(1+1) = 2= 11(1+1)(1+2). Also ist die Behaup-
tungfir n= 1lrichtig.

Induktionsvoausseturg: Die Formel gelte fir eine bestimmtenaiirliche Zahl ne€ N, also
th= n(n+1)(n+2).

Induktionsbehauphg: th1 = (n+1)(n+2)(n+3).

Induktionsshritt:
thy1=21-24+2-3+---+n(n+1)+ (n+1)(n+2) =t + (n+1)(n+2)
v %n(n+ (n+2)+ (n+1)(n+2) = (%n+ ((n+1)(n+2))
= S+ D(n+2) = S0+ ) (1+2)(1+3).
]
Ubungsblatt 7
—— Aufgabe 25

Die Alle Autoshabendie gleiche Farbe-Aufgabe.

Wir setzenP(n) :<=> je n Autos habendie gleicheFarbe.Um die Behauptungler Aufgaben-
stellungzu zeigen miiRteein Induktionsbeveis folgendermalf3exorgehen:
InduktionsanfangP(1), alsoein Auto hatdie gleich Farbewie esselbst.

InduktionssbluR: Vne N : P(n) = P(n+ 1), aberdie Argumentatiorausder Aufgabenstel-
lung versagtur denFall n = 2, daeszwei Autos mit verschiedenefarbengibt.

—— Aufgabe 26

Gesuchist eineRekursionsgleichungjir
an = |{x| x € {0,1}", in x kommenkeineaufeinanderfolgeden Nullen vor}\ .
Bis n = 5 gebenwir die Zahlenexplizit an:
n=1:10, alsoa; = 2.
n=2:0110,11, alsoa, = 3.
n=3:010110011,101,111, alscaz=5=2+3.
n=4:0110101011100101,1101,0111,1011,1111, alsoas = 8= 5+ 3.
n=5:011011010111101,01011,11011,01111,10111,11111,01010, 11010, 01110,
1011Q01111Q alsoas = 13=8+5
Sokommenwir zu demVerdachtvVn> 3 : a, = a,_1 + an—2, denwir benveisenwollen. Dazu
definiererwir zurachst:
Einen-Folgex € {0,1}" heiBtzulssig wennkeineaufeinanderfolgeten GliederNull sind.

Beweis. Jeden-Folgex € {0,1}" endetentwedemit Null odermit Eins. Wir habenalsozwei
Falle:

1. Fall: Folge endetmit 1, Dannbildendie Gliederdavor eine zulassige(n — 1)-Folge, davon
gibt esa,_; viele.

2. Fall: Folge endetmit 0, danndarf die Stelledavor nicht O sein,alsoendetdie Folge auf 10.
Die Gliederdavor mussereinezulassige(n — 2)-Folge sein,davon gibt esa,_» viele. O

Damithaberwir die Rekursionsgleichung

=2 =3 a2=an1+a, furallene N
bewiesen. Diese Gleichung entsprichtder der FIBONACCI-Zahlen mit den Anfangswerten
Fs=a =2, Fy = ap = 3unddamita, = Fy,».

—13—
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—— Aufgabe27

Die Zahlenb,,, ne N seienrekursv definiertdurchby:=1, by :=2, b, :=2b,_1—b,_» fur
n>2.
Die erstensiebenZahlensind:

bp=10b1=2 b,=3 b3=4,bs=5 bs=6, bg=7, b; =8.
Gesuchist jetzt eineFormelfir die b,. UnsereVermutungist: b, = n+ 1firn> 2.

Beweis. Induktionsanfangn=2: b, =3=2+1undn=3:b3=4=3+ 1
Induktionsvoaussezurg: Sein > 4 beliebig und die Behauptungichtig fur n—1 undn— 2,
also

br_1 =nundbp,_>=n-—1.
Induktionsbehauptg: b, =n+1.

Induktionssklul3: b, Def. 2bn 1—bn 2 W 2(n)—(n—1)=2n—n+1=n+1 O

Beachte:Da b; = 2bs — b, mulRderInduktionsardng fiir n = 2 und n = 3 gefuhrt werden.Im
Induktionsschlufzeigtmandann“P(n— 1) AP(n—2) = P(n).”

—— Aufgabe 28 (T irme von Hanoi)

Zunachstvereinbarerwir die SchreibweiseA —k> B fur: Die k-te Scheibewird von A nachB

gelegt.
DasSpielmit einerScheibebrauchttrivialerweisegenaueinenZug.

(1) Wir spielenjetzt mit zwei ScheibenA LI B, A 2, C, B 1, c undbraucherdrei Zuge.

(2) Mit drei Scheiben:A—*C, A-%+B,C-B,A—C,B-A B-%C,A-C
undbrauchersiebenziige.

(3) Nachdemdritten Zug habenwir die Situation,eine ScheibenachSauleC verlagernzu
mussensavie dasSpiel mit zwei Scheibervon B nachC. In denerstenDrei Schrittenhaben
wir dasSpielmit zwei Scheibenvon A nachB gespielt.

(4) Wir wissens; = 1 undvermutens, = 2s,_1+ 1furn> 2.

Beweis. Induktionsanfangs, =3=2-14+1=2.5+ 1.

Induktionsvoausseturg: Fur ein beliebiges > 2 geltes, = 25, 1+ 1.

Induktionbehauptun s,11 =25,+1

Induktionsshritt: Wir spielendasSpielmit n+ 1 ScheibenDie oberenn Scheiberlassersich
nachinduktionswraussetaingin s, Zigenvon A nachB legen.Dannwird die n+ 1te Scheibe
nachC gelagt, und in weitens, Zugender Stapelmit n Scheibernvon B nachC. Insgesamt
erhaltenwir sos11 =S+ 1+ 5 =2-5,+ 1 Zige. O

(5) Gesuchtist eine gesdhlosseneFormel fiir s,, also eine Formel, die nich nicht auf s,_1
abstitzt. Dazuberechnenvir zurachsteiniges, explizit:

si=1=2-1=2'-1 5=3=4-1=22_1,

§=7=8-1=22-1 §=15=16—1=2*—-1 ...
undgelangersozu derVermutungs, = 2" — 1 furallen> 1.

Beweis. Induktionsanfang.o.
Induktionsvoausseturg: FireinN 3 n> 2 geltes, =2"— 1.
Induktionsbehauphg: s, = 2" — 1.

Induktionsshritt: spy1=2-5+1%2-(2"1—1)+1=2.2"1_241=21_1 O
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Ubungsblatt 8

—— Aufgabe 29

(@) Zuberechneny?_ok(})

5 (8) =ol5) r2(3) +2() +2(3) +4(2) (3
o= ()=o) o= ()= (s1) = (0) 0=G)-)

=0-1+1-5+2-10+3-10+4-5+5-1
=80

(b) Gesuchist derKoefizientvon x4 in demAusdruck(1— 2x?)10,
NachdembinomischerSatz(7.11)qilt

(1-2@)10— ki (1k°) 110K 2@)f ki (1k°) (—20)".

Dengesuchterkoeflizientenentralt mandemzufolgdirk = 7:

1 1 1 10.-9.
(70)(—2)72 _(70)27:_(30>27: — 10293?-27:_120-27:—15360

—— Aufgabe 30

(@) Zuberechnenyp_o(—1)¥(}) furne No.
Nach bem binomischenLehrsatzist (x+y)" = SR, (1) x"*y* fur alle x,y € R und n € No.

Setzenunx:= 1, y:= —1, underhalte
n

n n
3 0() = 3 (1) et = e oy =0
1 furn=0
- {O furn>1"
(b) SeiM eineendlicheMengemit n > 1 ElementenSetze
On := AnzahlderTeilmengervon M, die geradeElementzahhaben,

Un := AnzahlderTeilmengernvon M, die ungeraddelementzahhaben.
Zu zeigen:g, = Up.

Beweis. NachSatz(7.9)ist (}) die Anzahlderk-elementigerTeilmengereinern-elementigen
Menge,d.h.

n n
o 30
kzo,ggerade k

n
n
k=0,k ungerade

1 kgerade
—1 kungerade

Weiterhingilt (—1)K

—15—
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Aus (a)folgt furn > 1.

0517 o) B
= — + -

kZO k O,ggerade k_O,k%gerade k
o))
= _g —
k:O,;gerade(k k=0,k u gerade k "

Daraudfolgt g, = un. O

—— Aufgabe31

SeiM eineendlicheMengemit n ElementenM = {x4, ... ,X,}. Gesuchtst die Anzahl z, der
Moglichkeiten,M alsdisjunkteVereinigungzweiernichtleererTeilmengerdarzustellen.
Fur 2,3 und4 geberwir die Moglichkeitenexplizit an:
n=2:{{x1},{X}}, alsoz = 1.
n=3: {{x1,%},{Xa}}, {{Xe,Xs},{Xa}}, {{X1,%s},{x2}}, alsozs = 3.
n=4: Eine 2-Zerlggung von M kann aus einer ein- und einer dreielementigenTeil-
mengeoder aus zwei zweielementigenTeimengenbestehenMit paarweiseverschiedenen
i,j,k1€{1,2,3,4} gibtesfur

{{x},{Xj, %, % }} vier Moglichkeitenundfur

{{x,x;}, {xc,x } } dreiMoglichkeiten,denn{{x;, X; }, {% % }} = {{X, %}, {%i, % } }
unddamitistz; = 7.
Seinunn> 2 beliebig, gesuchtist die Anzahl der Zerlegungenvon M, also die Anzahl der
Mengen

{UVHLUVCM mtU£OAV#OAUUV=MAUNV =0.
DaraudfolgtV = M\U.
Da U,V beidenichtleerund damit ungleichM sein missengibt esfir U insgesam®" —
Moglichkeiten. Wegen M\ (M\U) = U liefern aberU und M\U =V dieselbenZerlegungen,
d.h.

1

Zn= 5(2”—1) =2"1_1 forallen>1.

—— Aufgabe 32
EsseiM eineendlicheMengeundT C M eineTeilmengevon M.

(@) Zuzeigen:Aus|T|=|M|folgt T = M.

Bewveis. M =T U (M\T) = [(7.4D)] M| = |T|+|M\T| = [|T| = [M| n.V][M\T|=0 und

damitist M\ T = 0, alsoliegt jedesElementausM auchin T, d.h.M C T. NachVoraussetzung
istaberauchT C M unddamitT = M. O

(b) Die VoraussetzunglaRM endlichseinmuf3,ist nichtverzichtbardennN C Z, |N| = |Z|
aberZ > —1¢ N, alsoN # Z.

(c) EsseienM,N Mengenundf : M — N eineinjektive Abbildung.Zu zeigen: f(M)| = |M]|.
(Dasgilt auchwennM nichtendlichist.)

Beweis. f definierteinebijektive Abbildungg: M — (M), x— f(x). Da f injektiv ist,istauch
g injektiv, nachDefinitionvon f(M) ist g auchsurjektv, alsoist g bijektiv. AlsoM ~ f(M) und
somit|M| = | f(M)|. (Hier wird nirgendvo benutztda3M endlichist.) O

(d) Seien M,N endliche Mengen mit |M|=|N|. Zu zeigen: jede injektive Abbildung
f : M — N ist bijektiv.

—16—
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Beweis. Zu zeigen ist, dal3 f surjektv ist, also f(M)=N. Es gilt f(M)CN mit
1£(M)] € M| 2" |N|. Nach(a) folgt f(M) = N. O

(e) Die Eigenschaftder Endlichleit von N und M ist nicht verzichtbar denn f : N — N,
n— n+ 5istinjektiv abernicht surjektv (sieheUbungsaufgab@la)und |N| = .

Ubungsblatt 9

—— Aufgabe 33 (Weihnachtsmann)

(@) Wieviele MoglichkeitenhatderWeihnachtsmanreinemliebenStudentervier Geschenk
auseinerListe von 30 zu schenkn?

Gesuchtist die Anzahl der vierelementigenTeilmengeneiner 30-elementigenMenge, wir
misserdasLotto-Problemldsen Esgibt also (%)) Méglichkeiten.

(b) Wieviele MoglichkeitenhatderWeihnachtsmanrseineachtRentiereanzuspannemnyenn
derrotnasig Rudiimmervornerechtsstehersoll?

DaRudisPositionimmervorgegebenist, kannderWeihnachtsmannurnochdie Positionerder
anderersiebenRentierevariieren.Er hatalsosiebenPlatzeund siebenRentiereund damit 7!
Moglichkeiten.

(c) DerWeihnachtsmanbesucht30 Studentenund gibt jedemfleiBigenStudenterein Ge-
schenkjedemfaulenkeins.Wieviele Geschenkerteilszenagn sinddenkbar?

Wir kodierenfaule Studenterkanonischals “0”, fleiRigeals “1”. Damit wird jedesSzenario
eindeutigdurcheine30-stelligeBinarfolgedagestellt.Hiervon gibt esgenaw2®® Stiick.

(d) Wieviele kiirzesteWege gibt esvom Weihnachtsmanaum Schlitten?
Wir seherunszurachsteinigekirzestéegean:
Schlitten

We.lh nachtsmann

Der Weihnachtsmankann jedesmalein StralRensitck nachoben(O) odernachrechts(R) bis
zur nachsterKreuzunggehen Bewegungemachlinks oderuntensind nicht moglich, dennsie
wirdeneinenUmweg bedeutenAuf jedemkirzestenWeg gehter alsoachtmal nachrechts
undachtmal nachoben.

JedersolcheWeg ist durchein 16 ZeichenlangesWort ausachtmal O undachtmal R eindeutig
beschrieberiNachSatz(8.4) gibt eshiervon gerade

16 16! 16! 16
(8, 8) 8.8~ 8!-(16—8)! (8) 870
viele.

(e) Wieviele MoglichkeitenhatKevins SchwestersichzehnLeckereienvon einemTeller mit
jeweils mindestengehnMandarinenNiisserund Platzchereu nehmen?
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EswerdenzehnTeile auf die drei KastenM (Mandarinen)N (Nusse)und P (Platzchen)ver
teilt, d.h. eshandeltsich um eine Kombinationmit WiederholungohneBeriicksichtigungder
ReihenfolgeNachSatz(8.13)ist derenAnzahl

3—1+10 12 12
cotn~ (35 %) (1)~ (2) -
—— Aufgabe 34

Auf derMenge A = {a,b,c,...,y,z} derBuchstabemesAlphabetsist durchdie Uibliche Rei-
henfolgeder BuchstabereinelineraeOrdnung= definiert(z.B. gilt a < a, ¢ <r abery £ n).
Wir nennenein Wort w = wiws...Wx ausdenBuchstabemw,,... ,wyx € A monotonsteigend
wenngilt: Vi, j € {1,2,...k} :i < j. = w; < w;. Esbezeichnesy die Anzahl der monoton
steigendewWorterder Langek

(@) Gesuchist ay firk = 1,2, 3 jeweils durchexplizite Uberlegung.

Fur k = 1 ist klar, daRRjedesWort der Langeeinsmonotonsteigendst, esgilt alsoa, = 26.

Fur k = 2 bildenwir alle monotonsteigendetwWorter, nachAnfangslhichstabersortiert:

aa ab, ac, ...,az 26
bb, bc, ...,bz 25
cc ...,cz 24

Yy, yz 2
zz 1
Wir habenalsoa, = 26+ 25+...+2+ 1= y%,i = 282/,
Fir k = 3 erhaltenwir die Tabelle

aaa aah aag ...,azz 2%

>
bbh bbg ...,bzz 228

>
ccg, ..., czz &2

zzz 1
Monotonsteigende@NorterderLangedrei mit Anfangslichstabera gibt esgenaua, viele, mit
Anfangshichstaber genausoviele, wie esmonotonsteigend@VorterderLangezwei ausden
Buchstaberb,c,... ,zgibt usw

Damit erhalterwir: ag = 320, L) — 1526 j(j 1 1) Autg. 24b 262728
(b) Gesuchist eineallgemeind~ormelfir ay fur beliebigek € IN.
Da esbei einerk-Multimengenicht auf die Reihenfolgeder Elementeankommt, wird jedek-
Multimenge, die ausden Buchstabernvon A gebildetwerdenkann, durch ein eindeutigbe-
stimmtes,monotonsteigendedVort beschriebenAlso ist die Anzahlax der monotonsteigen-
denWorterausk Buchstabervob A gleich der Anzahl derk-Multimengenaus26 Elementen.
Folglich ist nach(8.13):
26—1+k 25+ Kk

w=auzan = (%1 < (51%)

Fir k= 1,2,3 erhalterwir in Ubereinstimmunagnit (a):
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25+3\ (28| 26.27-28
-(%59)-(5) -5
Ubungsblatt 10
—— Aufgabe 35

Gesuchtist die Wahrscheinlickkit, daBein zufalliges Paar (a,b) € {1,...,10} x {1,...,10}
auszweiteilerfremderZahlena, b besteht.
Zunachstdefinierenwir
M:={1,...,10} x {1,...,10},
N:={(a,b)| (ab) €M, ggT(a,b) =1}.
Die gesuchtéVahrscheinlichgit ist dannW = %
Um die Machtigleit von N zu bestimmenberechnenwvir folgendeWertefira=1,...,10:
sa= |[{X| xe{1,...,10}, ggT(a,x) = 1}|.
indemwir die Mengeneinfachabzhlenunderhalten:
$=10 =5 =7 =5 =38
$=3 =9 $=5 =7 s0=4
Nunist [N| = a; + a2+ ...+ a0 = 63 unddie gesuchtéVahrscheinlich&it

IN] 63
=-—=-—=0.63=63%
M| ~ 100 y
—— Aufgabe 36

Ein Bauerim Lippischenr besitzteinenrechteckigemcker. Dieserist 143 Meterlangund 77
Meter breit. BesagteiBauerwill diesenAcker rundherumeinzunen.Dazuwill er so wenig
Pfahlewie moglichverwendenAlle Pfahlesollendenselbebstandzueinandehabenhierbei
sindnurganzeMeterals Abstandzulassig!Aus StabilitatsgtindenmussanjederEcke ein Pfahl
eingeschlagewerden Wieviele PfahlebrauchtderBauermindestens?

Seia derAbstandzweieraufeinanderfolgeader Pfahle.NachAufgabenstellungnu3a € N gel-
ten.Dadie Pfahlealle gleichenAbstandhabenmufRgelten
a-s=77
77Na|1l4
a-t=143 p = al77nd143
daa maximalseinsoll, mu3alsoa = ggT(77,143) gelten.
Wir benutzerdenEuklidishenAlgorithmus um denggT zu berechnen:

143=1-77+66
77=1-66+11
66=6-11+0 = 11=ggT(14377).

Nunberechnemvir nochs= Z = Z = 7 undt = 122 = 143 — 13 Die Gesamtzahdlerberbtig-

tenPfostenist also2.s42-t = 40.

IDie Fragestellungst auchohnedie Voraussetzunin Lippischenmdglich.
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—— Aufgabe 37 (RSA)

(1) Warumsind p = 37 undq= 29 Primzahlen?
Durchtestenaller Primzahlerkleinerals [ /p| bzw |/g] liefert, daRp,q keineechterTeiler
haben.

(2) N=p-q=37-29=1073undM = (p—1)-(q—1) = 36-29= 1008
(3&4) Wahlee= 275 zufallig mit 1 < e< M = 1008 gesuchtist nune~! (mod M), dieses

wird mit demErweitertenEuklidistienAlgorithmusberechnetnit demwir auchggT(e,M) = 1
Uberpiifen.

1008= 3-275+ 183 k \ 0 1 2 3 4 56
275=1-183+92 re | 1008 275 183 92 91 10
Ok — 3 1 1 1 91
183=1-92491 X 1 0 1 .1 o _3
92=1-91+(1] w| 0 1 -3 4 -7 11
91=91-1+0 — 1=(-3)-1008+ 11275
—> ggT(1008275 =1 = 11.275=1(mod 1)008

Sosetzerwir d := 11underhalten(e,N) alsodffentlichenund(d,N) alsprivatenSchiissel.

(5) Jetzt soll die verschiisselte Nachricht y = 1006 entschlisselt werden: Wir wissen

y= m?""modN, wobei m die geheimeNachrichtist. Zur Entschiisselungberechnenwir

m=y4 = 1006! (mod 1)073 Diesliefert m= 123

BemerkunglUm 1006 zu berechnerbenutzemwir die Methodedessukzessive@uadrieens:
1006 = 1012036(mod N) = 197

1006' = 197 = 38809(mod N) = 181

1006 = 1812 = 32761(mod N) = 571
1006° = 571197 = 112487(mod N) = 895
1006! = 895-1006= 900370(mod N) = 123

—— Aufgabe 38

Wandledie Dezimalzahlera= 141 undb = 152in Zahlenzur Basis4 um, addiereund multi-
plizieredieseZahlenin derDarstellungzur Basis4 und Uiberpiife die Ergebnisseindemdu sie
wiederin Dezimalzahleumwandelstund mit denDezimalzahlera+ b bzw. a- b vemleichst.
Zunachstbestimmerwir alsonundie Darstellungvon a undb zur Basis4:

141=35-4+1 152=38-440
35=8-4+3 38=9.442
8=2-4+0 9=2-4+1
2=0-4+2 2=0-442
= a= (20314 = b= (21204

Nun berechnenvir Summeund Produkt:
(20314 -(21204

(2031)4 (101220,

+ (21204 (2031 ),
(10211, (10122 ),
- (11032320,

Die Ergebnisseechnerwir nunmit Hilfe desHornerShemasn die Dezimaldarstellungim:
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10 2 1 1
4| — 4 16 72 292
1 4 18 73 |293
110 3 2 3 2 0
4|— 4 20 80 332 1336 5356 21432
1 5 20 83 334 1339 5358 [21432

Alsoist (102114 = 293= 141+ 152 (11032320, = 21432= 141- 152 undunsereRechnun-
genwarenkorrekt.

Ubungsblatt 11

—— Aufgabe39

(&) Zuzeigen:Jedenatirlich Zahln € N, die wedervon 2 nochvon 3 geteiltwird. 1al3tsichn
in derFormn = 6k+ 1 odern = 6k— 1 mit einemgeeigneterk € N darstellen.

Beweis. Teilt mann mit Restr durch6, alson=k-6+r sogilt r € {0,... ,5}. Wir betrachten
nundie folgendenFalle:

r=0=n=6-k= 2|n/\ 3{n, Widersprucheur Voraussetzung.
r=2=n=6-k+2=2(3-k+ 1) = 2|n, Widersprucheur Voraussetzung.
r=3=n=6-k+3=23(2-k+1) = 3|n, Widerspructezur Voraussetzung.
r=4=—n=6-k+4=2(3-k+2) = 2|n, Widerspruchezur Voraussetzung.

Also kdnnennur 1 und5 alsResteauftreten gsgilt mit geeignetenk € No:
r=1=—=n=6-k+1bzwr=5=n=6-k+5=n=06(k+1)+1. O

(b) Zuzeigen:lst p einePrimzahl,soist p= +1 (mod 6).

Beweisdurch Kontraposition. Ist p# +1 (mod 6), sofolgt nach(a), darSS‘ p oder2‘ p, alsoist
p keinePrimzahl. O

(c) Gesuchisteink € N fur dasék+ 1 und6k — 1 keinePrimzahlersind.
Furk=20gilt 2k—1=119=7-17und2k+1=121=11-11 Wir seheralso,dal’die Umh-
kehrungvon (b) nicht gilt.

—— Aufgabe40
BetrachtadenfolgendenAlgorithmusfir ungeraden € N:

1. x« [N

2. while (vx2—n istkeinQuadrain N) do

3. X Xx+1

4. Antworte “x4+/x2—nsindzueinandekomplemerdreTeilervonn”

(@ Warumwerdenin 2. wirklich Teilervonn gefunden?
Ist v/x2 — n € Ny, sosindauchx+ v/x2 — n, x—v/x2 — n € Ny. Bilden wir nundasProdukt,so
erhaltenwir

(X—Vx2—n)-(x+vVx2—n) =x%— (V2 —n?=x*—(x*—n)=n.
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(b) WarumbrichtdasVerfahrenspatestendeix = %1 ab?

Dan nachVoraussetzungngeradeseinsoll, ist n+ 1 geradeund 2 € N. Istx = 2, sogilt

n+1)2 1 1
x2—n:(%> —n:Z(n2—|—2n+1)—n:Z(n2+2n+l—4n)

2
= %(n2—2n+ 1) = %r(n—l)2 = (n?l) , Quadratzahl

Also brichtdasVerfahrenspatestendeix = " ah

(c) Wasbhedeuteesfir n, wenndasVerfahrenerstfir x = %1 abbricht?
Nach(b) gilt dann

= () () = () ()
2 2 2 2 2 2
_ n+1—n+1. n+1+n—1: g@ _1.n
2 2 2 2
EskannalsokeineTeilerauf3erl undn gebendadiesevorhergefundenvordenwaren,ist also
n > 3, soist n einePrimzahl.

(d) EsisteinTeilervonn:=96133zuberechnen:
Wir habenalsox = |v/96133 = 310undfuhrendenAlgorithmusdurch:

X | x¥*—n| Quadrat?
310| —33 —
311| 588 —
312| 1211 —
313| 1836 —
314| 2463 —
315| 3092 —
316| 3723 —
317| 4356 | 66
Also X2 — n = 667. Damit habenwir
n=x%— 66> = (x— 66)(x+66) = (317— 66)(317+ 66) = 251383

—— Aufgabe4l
Seip € N einePrimzahl.Zu zeigenvk € {1,...,p—1} : p| (?).

Beweis. Wir haben(P) = k,(%k), = (P)K(p—k)! = p! = p- (p—1)!. D.h. p teilt denAus-
druck (P) -k - (p—k)!. Da p prim ist, teilt nach(9.27b)p alsomindenstenginender drei Fak-
toren.Also p|(§) v p|k! V p|(p—K)!.

Wir nehmanan p‘k!, dann habenwir wieder nach (9.27b) p‘l-z---k, und p teilt ein
l € {1,... ,k}. Damitp<| <k < p, wasein Widerspruchst.

Nun nehmenwir an p|(p—k)!, dann teilt p nach (9.27b) ein | € {1,...,p—k}. Damit
p<I<(p—k) <(p—1), wasein Widerspruchst.

Dadie letztenbeidenFalle unmiglich sind, folgt die Behauptung)‘ ). O

—— Aufgabe42

Fur die natirliche Zahl n haben wir die Darstellungn = (aa_1...a18)7 mit ax €
{0,1,...,6} Vk bzuglich derBasis7, also
n=a7 +a 17 1+...+a7+a.
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Weiter bezeichneQ;(n) := S} _qa die Quersummeind Q3" (n) := Si_,(—1)*a die alternie-
rendeQuersummeron n.

(@) Zuzeigen:(i) Qz(n) =n(mod 3),

(i) Q2" (n) = n(mod 4).

Beweis. (i) Aus 7 = 1 (mod 3) folgt nach(9.37c)vk € N : 7X= 1 (mod 3). Nach(9.37b)folgt
dannvk € {0,1,...,r} : a7¢ = a, (mod 3) unddamitist
r r

n= Y a7= Y a=Qy(n) (mod3).
=) K=o
(i) Wir wissen7 = —1 (mod 4), darausfolgt nach(9.37¢)7¢ = (—1)k (mod 4) fiir allek € No.
Wiein (i) istalsovk € {0,1,... ,r} : a&7% = a(—1)* (mod 4). Damitbekommenwir

r r

n= z a7k = Z a(—1)* = Q¥"a, (mod 4).
k=0 k=0

]
(b) Aus(a)ist herzuleiten(i) 3| n<= 3| Qz(n),
(i) 4| n< 4| Q"(n).
Beweis. (i) 3Jn <= n=0(mod 3) &2 s(n) = 0 (Mod 3) <= 3|Qs(n).
(ii) 4jn <= n=0 (mod 4) <2 Q2" (n) = 0 (mod 4) <= 4|Q3"(n). O
Ubungsblatt 12
—— Aufgabe43

Zu zeigen: Fur jede Primzahl peN und alle ganzen Zahlen abeZ st
(a+b)P=aP+bP (mod p).

Beweis. NachSatz(9.42)qilt fur allex € Z: x° = x (mod p), falls p prim. Nun gilt
aP =a(mod p)
+ bP =b(mod p)
aP+bP =a+b(modp)
und auRerdenist nachSatz (9.42): (a+b)P = a+ b (mod p). Da = eine Aquivalenzrelation
undinsbestransiti ist, gilt aP 4+ b? = (a+ b)P (mod p). O

—— Aufgabe44

Gesuchsinddie beidenletztenZiffern der Dezimaldarstellungon a := 1234567842,
Besitzta die Dezimaldarstellun@ = a,a,—1.-..aa18p)10, SOiSt a= (a1ap)10 (mod 100). Also
brechnerwir a= 89 (mod 100). Da 89 und 100 teilerfremdsind, gilt nachdem Satzvon Eu-
LER (9.44):89°(190 = 1 (mod 100). Wir milssemun ¢(100), alsodie Anzahl der Zahlenaus
{1,...,100} berechnendie zu 100teilerfremdsind.

Seialsol < k < 100undggT(100 k) = 1. Da 100= 22- 5% muRalsogelten2tk und5¢k. Also
muf3k eineungeradeZahl sein— davon gibt es50 zwischenl und 100. Jedefiinfte davon wird
abervon 5 geteilt, so daR40 Zahlenmit den gewiinschtenEigenschafteriibrigbleiben.Also
$(100 = 40.
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Folglich gilt 89*°=1(mod100). Wir konnen den Exponenten 4912 schreiben als

4921=123-40+ 1. Demnachst
123

a*9?l = gg*92! = (89*0) .89 = 1123. 89 = 89 (mod 100).
N——

=1

—— Aufgabe45

Seiena= 2767198b = 1716495Esist derggT(a,b) zu berechnen.

(@) DurchdenEuklidischenAlgorithmus:
2767198= 1-1716495+ 1050703

1716495= 1- 1050703+ 665792
1050703= 1- 665792+ 384911
665792= 1-384911+ 104030
384911= 1-280881+ 104030
280881= 2- 104030+ 72821
104030= 1- 72821+ 31209
72821= 231209+ 10403
31209= 3- +0
Damitist ggT(a,b) = 10403

(b) DasSiebdesEratosthenes:

Wir steichemausderListe derZahlenvon 2 bis400alle echtenVielfachenderZahl 2, dannvon

3,5,7,... bis die nachste hochnicht gestrichene&Zahl groRerals [\/4OOJ = 20ist. Esbleiben

alle 78 Primzahlerkleinegleich 400 Uibrig:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,
103,107,109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191,193,197,
199,211,223,227,229,233,239,241,251,257,263,269,271,277,281,283,293,307,311,
313,317,331,337,347,349,353,359,367,373,379,383,389,397

(c) ggT-BerechnunglurchPrimfaktorzerlgung:
Wir teilena undb sukzessie durchalle Primzahlerkleinerals400:

a= 2767198 b= 1716495
ay = 27671982 = 1383599 by = 17164953 = 572165
ap = 13835997 = 197657 b, = 5721655 = 114433
ag = 19765719 = 10403 bs = 11443311 = 10403
as = 10403101 = 103 bs = 10403101 = 103

— a=2-7-19-101- 103 — a=3-5-11-101-103

Die Primfaktoren, die in a und b auftauchen sind 101 103 Damit st
ggT(a,b) = 101- 103= 10403

—— Aufgabe 46

@) (é 421) + <_11> ist nicht definiert,dadie Matrizenunterschiedlich&ormatehaben.

s [Bs [7]s Bls [2s [6]s\ _ ([4s [Os [3s
o (o o @) (0 5 0= (2 e o)
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©) 1 3\ _ (37 48

4 6 - \88 114

4 5 24 33 42

6 8 <£11 é 2) 38 52 66

7 9 43 59 75

© (1 )(g Z) ist nicht definiert,dadie Spaltenzah(2) deserstenFaktorsnicht
5 6
7 9

~N o b~
© 0 01

N

mit der ZeilenzahldeszweitenFaktors(3) Uibereinstimmt.

o (5 M) (F &)-(2 5

Ubungsblatt 13
—— Aufgabe47
Gegebenist die MengeM = {1,2,3,4,5,6}.
o
(@) Gesuchist die Adjazenzmatrixxu < aufM. A= (a;;) € Mg(R) mit &j = {é '= J,t
sonst.

el ecNeoNaNal™
OO O0ORK
OCO0OO0ORrRRER
COoORRREPR
ORrRPRRRR
PR RR PR

(b) Gesuchist die RelationaufM, die die folgendeAdjazenzmatrixhat:
111 1

=)
e )
R R O
e e e N
e

1
1
0
1

11

=

11

o

Esgilt hier offensichtlichVx,y € M : xRy<=> ayy = 1 <= x#Y, alsoist # die gesuchteRe-
lation.

—— Aufgabe48

EsseiR eineRelationaufderMengeM = {1,...,n}, ne N, mit Az = (&) € My(R) alsAd-
jazenzmatrix.

(@) ZuzeigenRreflexiv<—=VieM : a; = 1.
Beweis. Rreflexiv <= VieM : iRi<=VieM : gj =1. O
(b) Zuzeigen:R symmetrisch—= Ag ist symmetrisch.

Beweis. “=" Sei also R symmetrisch. Dann gilt Vi,ke M : iRk=-kRi und damit
Vike M: ax=1=a;=1.Analog gilt Vi,keM:iRk=kRi und damit
Vi,ke M : ay=0—a, =0.
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“«" SeiAg symmetrischalsoVi,k e M : a, = ay. Danngilt
Vi,ke M : gy =1— ay = 1 <— iIRk—= kR,
alsoR symmetrisch. O

() ZuzeigeniRtransitv <= Vi, k,l e M : ai-ag < ay.

Beweis. “=" Sei R transitiv undi,k,| € M beliebig. Sind ajx = ay =0, soist ak-agy =0.
Seienay = ay = 1, danngilt iRkA kRI undwegender Transitvitat von R auchiRIl und damit
g =l=ax-aw=1<1=gq.

“<" EsgelteiRkundkRI furi,k,| € M. Dannistayx = ay = 1 undsomitmuf3fira; = 1 gelten.
AlsoistiRl undRist transitv. O

(d) Zuzeigen:Firr die zu RinverseRelationR™ gilt Ag-1 = 'Ar.

Beweis. Nach Definition der inversen Relation gilt Vi,ke M : iR"1k <= kRi. Seien
nun Ag 1= (bx) und 'Ar= (a) die darstellendenMatrizen. Fur alle i,ke M gilt
bk = 1 <= iRk <= kRi<= a, = 1. Entsprechendgilt auch by = 0<+<= a4 =0. Also

Vi,ke M : by = aq unddamitAgz1 = LAR. |
—— Aufgabe49

2 -1 1 1 -1 1
Wir haberA= | -3 4 -3|,B=[-3 3 -3] € M3z(R).

5 4 - -5 5 -

(@) Wir berechne\-B = B-A= 0 (die Nullmatrix), A-A= A,

010 -3 —4 -3
Ei»-A=|0 0 0|]-A=]|0 0 O und
0 00 0 0 0
0 00 0 -1 0
Ezo-A=|0 0 0]-A=|0 -3 0].

010 0 -4 0

(b) BehauptungA, B sindnichtinvertierbar

Beweisdurch Widersprudi. Annahme: A ist invertierbay also existiert ein A~ mit
A-A~1= A~1. A = E;z. Danngilt aberauch
Al (A-B)=(A1.A-B=B,
R

=0 =E3
alsoB = 0 — Widerspruch.
DurchanalogeArgumentatiorertéalt man,daf3B nichtinvertierbarist. O

(c) Behauptungyne N : A"=A

Beweisdurch Induktion. Induktionsanfangn = 1 Al = A
Induktionsvoausseturg: Fir einbeliebigesn € N gilt A" = A
Induktionsbehauphg: A™1 = A,

Induktionsshritt: A1 =A.A"Y A A=A O
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—— Aufgabe 50

SeiC := {(g‘ —;’> | a,be IR} C Ma(R).

(&) Zu zeigen:Die Nullmatrix und die zweireihigeEinheitsmatrixgeldrenzu C, C ist abge-
schlossemunterMatrizenadditiorund -multiplikation.

Beweis. Wegen0=0 und 0= —0 sawie 1 =1 und 0 = —0 getbren die Nullmatrix und die
zweireihigeEinheitsmatrixzuC.

SeienA = (E _ab>, B:= (; _Cd> € C. DannistA+B = <g§igg _(ébjct;)> ecC.

. p_ ((ac—bd) —(ad+bc)
AulerdenistA-B= ((ad+bc) (ac— b ) ecC. O

(b) Zuzeigen:A= (; _12> € C istinvertierbarundA—1 e C.

Beweis. Gesuchtist B = (\lj ;) € C mit A-B= E,. Also miissenwir die Gleichungssysteme
u 1 X 0\ ,.. . . 1 2

A( ) = ( ) undA( ) = ( ) losen.DiesliefertunsB = < 5 i) ecC. O
\Y 0 y 1 - z

a

b
Im Allgemeinengilt: Ainvertierbar<=- detA # 0 <= a? + b? # 0, alsowenna # 0 oderb # 0

gilt. Esgilt dannA—! = a2-|l—b2 . ( a b) € C. (Determinantemusserwir nochnichtkennen!)

—b a
(c) Zuzeigen:Esgibt Matrix | € C mit12+E, =0.

Wannist eineallgemeineMatrix ( _ab> € C invertierbar?

Beweis. Setzel := <2 _01>. Dannist | €C und es gilt 12= (_01 _01> = —E> und damit
12+ E;=0. O
Ubungsblatt 14
—— Aufgabe51

1 01 2
SeienA=[-1 2 1| eMz(R)undb= 1] € R3.

0 1 2 1

(@) Zuzeigen:Aistinvertierbar BerechneauRerdenh .
Wir versuchereurachst, A—1 zuberechnen:

A Es b
1 0 1|1 0 0|2

Ay)| -1 2 1|0 1 o0 |1
0 1 2]0 0 1]1

1 0 1|1 0 0|2

Vozg| 0 2 2|1 1 03
01 2]/0 0 1|1

1 0 1|1 0 0|2

Ax(-2)| 0 1 2|0 0 1|1
0 2 211 1 03

As(3)[ 1 0 1]1 0o o0]2
A1) 0 1 2|0 0 1|1
0 0 —2[1 1 -2]1
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A Es b

3 1 5

1 0 o3 3 -1]3

0o 1 o001 1 -1|2

Dsy(-3) |0 0 -2 % } -2 %
0 1 0|1 1 -1|2
1 1 1
o o 1]-%2 -3 1|-3

T(A) A1 0

WegenT (A) = EzistnachSatz(10.27)Ainvertierbay A~! wurdein derdrittenSpalteberechnet.

(b) Gesuchsindalle Losungerx deslinearenGleichungssystem&- x = b.
5

Wir wissenL0g(A,b) = LOST(A),c) mitc= ( 5 ) wie esin Teil (a) berechnetwurde.

_1
2

N Nlo

T(A) -x= cist genaudannerfullt wennx=c= ( ) , dennT (A) ist ja geradedie Einheits-

_1
2

- N NIg

matrix. Diesliefert unsLOSA,b) = LOS(T (A),c) = {( )}.
-2
(c) Kanneseinc e R3 gebensodaRA-x = c nichtldsbarist?
Nein. Seic € R® beliebig.Dannist A~ ¢ eineLdsungdesLGSs,denn
A-(Alc) = (A-AHhc=Ez-c=c.
(d) Stelledie Matrix A alsein Produktvon Elementarmatrizedar
Wie wir in (a) gesehemabengilt

?3 (-%) -Ao3(1) - Ars (%) -Agz(—2) -V23-A21(l)J-A: G-A=T(A) =Es

_ A
unddamit

A=GtTA=G1E=G"

_ (Ds (_%) Aos(1) - Acs <%> - Aga(—2) .V23.A21(1)> -1

1\t 1\ *
= Azl(l)fl -Vzgl -A32(—2)71 -A13 (§> . A23(l)71 -D3 <—§)
1
=A21(—1)-Vo3-Az2(2) - A3 <—§> -Ax3(—1)-D3(—2)
—— Aufgabe52
10 1 1 -1 2 1
. 2 1 -1 1 0 0
SeierA:=12 | o 5 1 € Mgs(R) undb= |, b= ) € R*.
11 0 0 O 0 0

Gesuchsinddie Losungsmengevon A-x=bundA-x=1b'.
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Wir benutzerdenGauss-Algorithmus:

A b | K
1 0 1 1 -1 2|1
2 1 -1 1 0 0|0
31 0 2 -1 2|2
11 O 0 0 0|0
J} Elementar&eilenumformungen|
10 0 1 -3l1]o0
01 0 -1 3 |-1]0
00 1 0 -3|1]0
0 0 O 0 0 0|1
T(A) c |
Nunldsenwir dasLGST(A)-x=c:
X1 X4 —3X5 =
X2 —X4 +%X5 =
1
X3 —§X5 =

1
-1
1

setzexy =r € R undxs = 5 € R beliebig.
undwir erhalten:

1
X3=14+ =5
3 +2
1
x2:—1+r—§s
1
x1:1—r+§s
unddamit
( 1
1—r+§s
b —1+r—%s
LOSA,b) =
sab)={| | 1
r
S

rrseR

DasLGST(A)-x — ¢ istnicht Ibsbardasénsto = 1 folgenwiirde.Also ist Lo A, b') = 0.

—— Aufgabe53

1 10

1 0 2
ZulodsenistdasLGS |0 1 3

chenderRestklassemodulo5.
Modulo5 gelteninsbesonderg-3=4-4=1,als02 ! = 3, 371 =2, 4°1 = 4. Nunfuhrenwir

denGauss-Algorithmusvie gevohntdurch:

OO R OORFkOoOPRr

Or Ok kR OoOlkrEFkOI>

O WNWWNOWN

2
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Wir setzerxs =r € Zs beliebigunderhalten

X3=Tr
X2:4+2I’
X1:3-|—3I’

unddamit

3+3r
LOogA,b) = { (4—|—2r) re Z5}
3\ [1\ /4
B0/
0 1 2

Esgibt alsogenaubs Losungen.

2
0
3

)

—— Aufgabe54

ModerneKommunikationsgéte(wie z.B. Handies Satelliten CD-Player)arbeiterdigital, d.h.,
alle Datenwerdenals Folge von 0 und 1 (sog.Bitstromen)damgestellt.Ein Problemist dabei
dasErkennenvon Ubertragungsfehlerrd.h. stattdesgesendeteBits a kommtdasBit 1—a
an. SolcheProblemewerdenin der CodierungstheoribehandeltDazunutztmanlineareGlei-

chungssystemend Matrizen.

1. Die einfachsteArt, einenFehlerzu erkennenjst, ein Bit a dreimalzu schiclen, alsoaaa

statta. Drei Bits X;x:x3 werdendannvom Empfangerals Einheit gelesenDasWort ist
richtig empfangenworden,wenngilt

(4) Xp = X3 UNdXy = X3.

SchreiberSiedieseGleichungerin eineMatrixschreibweiserom Typ

X1
0
X3 0

um, wobei alle Eintragemodulo2 gerechnetverden,da sie Bits darstellen'Bestimmen
Sie die Mengealler Losungendes Gleichungssystem&) in Z,. Die Elementedieser
L 6sungsmengsind 3-Bit-Worte X; Xox3 undwerdenWbrte desCodesgenannt.

L 6sung: Durch Umformenerhalt man

0-Xo+1-X24+(—1) - x3=0 . (011

1-X0+0- o+ (—1) - Xg=0 , unddamitH = 101)
Dabeizubeaditen: —1= 1 mod 2. DieseMatrix ist beritsin Treppenformywennmandie
beidenZeilentausdt. Als Losungnergebensicht(0,0,0) (beiWahl xz = 0) und'(1,1,1)
(beiWahl x3 = 1). Der Codeumfasstlsodie Worte!(0,0,0) und®(1,1,1).

. KommtnuneinWort an,dasskein Wort desCodesst, sowird eskorrigiert. Dasgeschieht
wie folgt: zwei Bits sind gleich, ein Bit ist davon verschiedenDas urspriingliche Bit

ist danngleich dem Wert, der zweimal vorkommt. Bsp: empfangen101, dannist das
urspiinglichgesendet8it 1. Wie lautetalsoderurspiinglich gesendet8itstrom,wenn
manfolgende3-Bit-Folge empfangt?

101 111 001 010 110 001 100

—-30-
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L dsung: Fehlersindaufgetretenin allen 3-TupelnauRerdemzweiten:
empfangn 101 111 001 010 110 001 100
korrigiert : 111 111 000 000 111 000 000
Bitstom : 1 1 0 0 1 0O O

3. DasProblemist: statturspfinglichein Bit werdennun3 Bit gesendetg.h.,die Nachricht
wird um denFaktor3 aufgeb&ht. Mit sogenannteRlamming-Codekannmaneinenklei-
nerenFaktor erreichenMan sendetimmer 4 Bits x;,Xp, X3, X4 und fligt drei Kontrollbits
V1,2, Y3 hinzu.Ein Codevort ist dannein 7-Bit-Wort x1 xoX3Xay1Y2Y3, dasfolgendesGlei-
chungssysterarfillt:

X1
X2
0001111 X3 0
(5) (OllOOll)- X4 (O)
1010101 V1 0
Y2
Y3

In deri-tenSpaltederMatrix stehtalsogeradedie Zahli in binarerSchreibweisg (0,0,1)

stehtalso fur binar (001), d.h. 1)! CodierenSie alle 4-Bit-Worte x;x2X3Xq4 mit diesem
Code,indemSie yi,Y»,ys bestimmenso dass! (X, X2, X3, X4, Y1,Y2,Y3) €ineLosungvon
(5) ist.

L 6sung: Durch die Matrixschreibweiseist folgendesGleichungssystemgegeben
0-X14+0-X24+0- X3+ 1- X4+ 1-y1+1-yo+1.y3 = 0
0-x1+1%2+1-X34+0-X4+0-y1+1-yo+1y3 =0,

1% +0-Xo+1-X3+0-X4+1-y1+0-yo+1.y3 = 0
dassmannad y1, Y»,ys umformt:

y1= X X3 +X

Yo= X1 +X3 +X -

Ya= X1 +X +Xa

Dannergebensich folgendeCodevorte:

X1 X2 X3 X4 Y1 Y2 ¥3 X1 X2 X3 X4|Y1 Y2 V¥3
0O 0 0 0|0 O O 1 0 0 0|0 1 1
0O 1 0 0|1 0 1 1 1 0 0|1 1 O
0O 01 0|1 1 O 1 0 1 0|1 0 1
0 1 1 0|0 1 1 1 1 1 00 0 O
0O 0 0 1|1 1 1 1 0 0 1|1 0 O
0O 1 0 1|0 1 O 1 1 0 10 0 1
0O 01 12{0 0 1 1 0 1 10 1 O
0 1 1 111 0 O 11 1 1|1 1 1

4. ZeigenSie: Addiert manzwei Codevorte a,b € ZZ, soist dasWort ¢ = a+ b auchein
Codevort, d.h.eineLdsungvon (5).
Losung: Seiera, b € Z) zweiLdsungsvekten desGleichungssystems\r schreibenfiir
die Matrix einfady H € M3 7(Z>). Danngilt: H-a=0undH-b= 0, also
H-(a+b)=H-a+H-b=0+0=0,
d.h.audh a+ bistwiedereineLosung(Vgl. Satz(10.37)).

31—



Chr. Nelius Mathematikfir Informatiler | (WS 2000/01) Musterbsungen

5. Man kann die fehlerhafteUbertragungdesi-ten Bits (1 < i < 7) beim Codeavort a =
Y(X1, X2, X3, X4, Y1, Y2, ¥3) Wie folgt in Formelndarstellenmanaddiertden Einheits\ektor
e € ZJ5 (in Zeile i stehteine 1, sonst0) zu a. ZeigenSie: Multipliziert mandie Matrix
aus(5) von rechtsmit a+ g, soist die Losunggeradeder Vektor, der transponiertie
Binardarstellungoni ist.

L osung:Seig ='(0,...,0,1,0,...,0) derEinheitsvektqderin deri-tenZeile(1 < i < 7)

einel entralt. Danngilt fur einenLosungsvektoa € ZJ gerade:
H-(a+g)=H-a+H- =0+H-g=H,,

wobeiH; die i-te SpaltevonH bezeitinet.Die Matrix H ist abersokonstruiert,dassin

deri-ten Spaltegeradedie Zahli binar codiertsteht.

. Man erhalt alsodie urspkinglichenBits zurick, indemmanjeden7-stelligenempfange-
nen Bit-Vektor von rechtsan die Matrix aus(5) multipliziert. Ist dasErgebnist (0,0, 0),

soist dasempfingenaiort korrekt, und mannimmtdie erstenvier Bit alsurspiingliche
Nachricht.Anderntlls ertalt manals ErgebnisdenIndex desfalschilbertragenemits.

DiesesBit korrigiert man:aus0 machel bzw ausl wird 0. Dannnimmt mandie ersten
vier Bit alsurspiinglicheNachricht.Wie lautetalsodie urspkinglichgesendetéolgevon

4 Bits, wennmanfolgende7-Bit-Folgeempfangt?

Y0,1,1,0,0,1,1)  '(0,1,1,0,1,0,1)

L 6sung: Die Decodierungdesersten\ektors ergibt:

0
1
0001111 1 0
01100011 ol|l=[o0],
1010101 0 0
1
1

d.h. der \Vektor wurde fehlerfrei Uibertragen, die urspringlichen vier Bits lauten: 011Q
Fur denzweitenvektorhabenwir aber:

0

1
0001111 1 0
0110011 o|l=|(1],
1010101 1 1

0

1

d.h.dasdritte Bit ist fehlerhaft.Korrigiert lautetder Vektor (0, 1,0,0,1,0,1), alsowurde
ursprunglich 0100gesendet.

. Um welchenFaktorwird die urspiinglicheNachrichtbei diesemHamming-Codeufge-
blaht?

L dsung: Statt4 Bit werden7 Bit gesendetalsowird die Nachricht um den Faktor LZ; =
1.75 < 2 aufgebiht.
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