
Chr. Nelius Mathematikfür Informatiker I (WS2000/01) Musterl̈osungen

Übungsblatt 1

Aufgabe1

In dieserAufgabewerdenweitereRegelnfür dasRechnenmit Ungleichungenaufgestellt.Beim
Beweis dürfen nur solcheRegeln benutztwerden,die in der Vorlesungals Grundregeln auf-
gestelltoderdaraufbasierendbewiesenwurden.AndereRegeln, die (vielleicht nochausder
Schulzeit)bekanntsind,dürfennicht benutztwerden.

(a) Behauptung:0 � x � y ��� x� 1 � y� 1 � 0

Beweis. 0 � x � y bedeutet0 � x undx � y. Da � transitiv ist, folgt insbesondereauch0 � y.
Als erstenSchrittbeweisenwir: x � 0 ��� x� 1 � 0. Dazugehenwir indirekt vor:
Annahme:

x� 1 � 0 �(1)
Dax � 0 ist, könnenwir wegenOM � die Ungleichung(1) mit x multiplizieren.

x� 1 � 0 	�
 x ��� 1 � x� 1x � 0 
 x � 0 ��� 1 � 0
Dies ist aberein Widerspruch, da1 � 0 gilt. Folglich ist die Annahmefalschundunsereerste
Behauptungbewiesen.
Wegenx� 1 � 0 folgt mit (1.8a)ii):

x � y 	�
 x� 1 ��� x 
 x� 1 � y 
 x� 1 �
� 1 � y 
 x� 1

NachdemerstenSchrittgilt auchy� 1 � 0, sodaßwir wiedermit (1.8a)ii) schließenkönnen.
1 � yx� 1 	�
 y� 1 �
� y� 1 � y� 1 
 1 � y� 1 � yx� 1 � � � y� 1y� x� 1 � 1 
 x� 1 � x� 1

Also gilt y� 1 � x� 1 , unddaswarzu zeigen.

Bemerkung:Die Voraussetzung0 � x � y ist erforderlich: � 3 � � 2, aber � 1� 3 � � 1� 2
Fazit: Gehtmanin einerUngleichungzwischenpositiven reellenZahlenzu deninversenEle-
mentenüber, sodrehtsichdasUngleichheitszeichenum.

(b) Behauptung:x � y � w
�

z ��� x � w
�

y � z.

Beweis. Die folgendenÜberlegungenbasierenauf (1.8a),i) undiii):
x
�

y 	�� w ��� x � w
�

y � w
w � z 	�� y ��� y � w � y � z

� ��� x � w
�

y � z

Damit ist die Behauptungbewiesen.

Fazit: StrikteUngleichungendürfenaddiertwerden.

(c) Behauptung:x � 0 � y � 0 � x2 � y2 �
� x � y

Beweis. 1. Fall: x � 0 odery � 0. Hier folgt die Behauptungunmittelbar.
Die Voraussetzungim 1. Fall ist von derForm A � B. Die Negationhiervon ist dann � A ��� B
(Regelvon deMorgan).Also:
2. Fall: x � 0 und y � 0. Wir führeneinenindirektenBeweis. Die Negationder Behauptung
x � y ist dannx � y. Wir benutzenwieder(1.8).
Annahme:x � y.

x � y 	�
 x ��� x2 � x 
 x � y 
 x
x � y 	�
 y ��� y 
 x � y 
 y � y2

� ��� x2 � y2

Damiterhaltenwie einenWiderspruch zuunsererVoraussetzungx2 � y2.

Bemerkung:Die Voraussetzungx � 0 � y � 0 ist erforderlich:Für x ��� 3 undy ��� 4 gilt zwar
x2 � � � 3� 2 � 9 � 16 � � � 4� 2 � y2, aberx ��� 3 � � 4 � y.
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Fazit: AuseinerUngleichungzwischennichtnegativenZahlendarfaufbeidenSeitendieWurzel
gezogenwerden(diesentsprichtdemÜbergangvon x2 nachx):

x � 0 � y � 0 � x � y ����� x � � y �
(d) Behauptung:0 � x � y ��� x2 � y2

Beweis. Wir führenwiedereinenindirektenBeweis:
Annahme:x2 � y2 (Dies ist die Negationvon x2 � y2) NachdemAufgabenteilc) (wir dürfen
diesesErgebnisjetzt benutzen,dawir esgeradebewiesenhaben!)folgt x � y im Widerspruch
zuunsererVoraussetzungx � y.

Bemerkung:Die Voraussetzung0 � x � y ist erforderlich:Esgilt zwar � 3 � � 2, aber � � 3� 2 �
9 � 4 � � � 2� 2.
Fazit: EineUngleichungzwischenpositivenreellenZahlendarfquadriertwerden.

Aufgabe2

(a) Zu zeigen:Für allex  �! gilt: "#� x$%�&�(' x)
Beweis. Setze m : �*"#� x$ . Dann ist nach Satz (1.10) m � � x � m � 1. Multiplikation
mit � 1 liefert � m � x � � � m � 1� ��� m � 1. Nach Satz (1.11) ist dann � m �+' x) .���,"-� x$.� m ���(' x) .
(b) Zu zeigen:Für allex  /!0� n  21 gilt: " x � n$%�*" x$
� n.

Beweis. Setzem : �*" x � n$ , dannist nach(1.10)m � x � n
�

m � 1. Durch Addition von � n
erḧalt manm � n � x � m � n � 1. Also ist m � n �+" x$ und somit " x � n$3� n � m � n �+" x$ .
Addition von n aufbeidenSeitenliefert schließlich " x � n$.�*" x$�� n.

(c) Behauptung:Die Formel " n 
 x$%�*" x$3
 n ist nicht für allex  �!0� n  21 richtig.

Beweis. Gegenbeispiel:n � 5 � x � 1
2:4

5 
 1
2 5 � 4 52 5 � 2

5 
 4 1
2 5 � 5 
 0 � 0

Aber0 6� 2, also 7 5 
 12 8 6� 5 
97 12 8 .
(d) Zu zeigen:Für a � b  :! gilt: Die AnzahlderganzenZahlenin ; a � b < ist ' b)3�=" a$>� 1.

Beweis. Zunächstein kleinesBild zur VeranschaulichungdesAussagefür a � 2 � 2 � b � 10� 7:
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11?

a
?
b

? " a$ ? ' b)
Sein  @; a � b < eineganzeZahl.Esgilt

a
�

n ���A" a$ � a
�

n ���B" a$@� 1 � n

n � b ��� n � b � ' b)%��� n � ' b)3� 1
unddamit" a$�� 1 � n � ' b)3� 1 �(2)
Seienx � y  C1 mit x � y. Die Anzahl derganzenZahlenim abgeschlossenenIntervall < x � y; ist
y � x � 1; denn:x � 0 � x � 1 � x � 2 �������D� x � � y � x�  E< x � y; sindalleganzenZahlenin < x � y; .
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Mit (2) folgt für dieAnzahlderganzenZahlenin ; a � b < :' b)3� 1 � � " a$�� 1� � 1 �*' b)F� 1 �G" a$3� 1 � 1 �*' b)F�=" a$>� 1 �
Aufgabe3

Gesuchtist die Zahl derBits (= Stellen,die jeweils 0 oder1 seinkönnen),die ben̈otigt werden,
um n � 76543210darzustellen.
Nach(1.13)ist die Zahl derBinärstellenvon n gleich " log2

� n� $
� 1. (Dabeiist log2
� n� � ln H nI

ln H 2I ,
wobeiln dernaẗurlicheLogarithmus,alsozur Basise � 2 � 71828����� , ist.)
Wir erhalten " log2

� n� $
� 1 �J" 26� 18977107�����K$@� 1 � 26 � 1 � 27� ben̈otigenalso27 Stellen,
um n binär darzustellen.

n � � 76543210� 10 � � 100100011111111010011101010� 2
Übungsblatt 2

Aufgabe4

Zu zeigen:Für x  /! gilt: ' x)F�G" x$%�JL 1 fallsx � C1
0 sonst.

Beweis. 1. Fall: x  :1 . Dannist " x$%�*' x)M� x undsomit ' x)F�=" x$%� 0.
2.Fall: x � 21 . Nach(1.11)gilt n �*' x)MN�� n � 1 � x � n. Wegenx � 21 , mußn 6� x gelten,und
dieUngleichungverscḧarft sichzun � 1 � x

�
n. Addition von1 liefert n

�
x � 1 � n � 1,nach

(1.10)undÜbungsaufgabe2c folgt n �+" x � 1$%�J" x$�� 1.
Also ist " x$%�*' x)�� 1 ���A' x)F�=" x$%� 1.

Aufgabe5

Zu zeigen:Die Dreiecksungleichung	 x � y 	 � 	 x 	-�(	 y 	 .
Beweis. 1. Fall: x � y � 0. Dannist 	 x � y 	O� x � y � 	 x 	-�(	 y 	 . Die letzteUngleichungfolgt aus
x � 	 x 	 undy � 	 y 	 (1.15d).
2. Fall: x � y

� 0. NachderDefinitionvon 	P
Q	 gilt jetzt	 x � y 	O��� � x � y� � � � x� � � � y� � 	P� x 	#�(	R� y 	S�T	 x 	#�(	 y 	��
Hier habenwir (1.15d)und(1.15c)benutzt.Wir habenalsogezeigt:

Für allex � y  :! : 	 x � y 	 � 	 x 	-�(	 y 	#�
Aufgabe6

Zu zeigen:P � Q �
� P ist allgemeing̈ultig, also � P � Q ��� P� N/� W.

Beweis. Wir stellendieWahrheitstafelfür P � Q ��� P auf:

P Q P U Q P U Q VXW P
W W W W
W F F W
F W F W
F F F W
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und sehen,daßdie Formel für alle Belegungenvon P und Q wahr ist. Und so kannmandas
formalnachrechnen:��� P � Q� ��� P� N/�Y� � P � Q� � P nach(2.4c)N/� � � P �Z� Q� � P nach(2.3f)N/� � � P � P� � � � Q� nach(2.3d,e)N/� W � � � Q� nach(2.3a)N/� W nachDefinition von �
Wir erhaltenalsoauchhier � P � Q �
� P� N/� W.

Aufgabe7

DasSymbol 	 wird auchnand genannt,alsonicht und.

(a)

A B [F\ A U B]
W W F
W F W
F W W
F F W

(b) (i) Zu zeigen:A 	A ist logischäquivalentzu � A, alsoA 	A N/�^� A

Beweis. A 	A N��Y� � A � A� N��Y� A, dennA � A N�� A.

(ii) Zu zeigen: � A 	B� 	 � A 	B� N/� A � B.

Beweis. � A 	B� 	 � A 	B� (i)N/�_� � A 	B� Def.N/�_�`� � A � B� N/� A � B.

(c) Gesuchtist einezu � A ��� B� äquivalenteFormel,in dernur 	 vorkommt.
Wir wissen � A �
� B� N/� � � A � B� . Die Formelfür 	 liefert uns� A 	B� N/�_� � A � B� N/� � � A �Z� B� �
Um die richtige Formel zu erhalten,müssenwir alsonochB negieren.Nach Teil b(i) dieser
Aufgabekanndiesdurch � B 	B� erreichtwerden,undwir erhalten:� A 	 � B 	B��� Def.N/�^� � A � � B 	B��� b(ii)N/�Y� � A �Z� B� N/� � � A � B� N/� � A ��� B� �

Aufgabe8

Esist dasArchimedischeAxiommit Hilfe von Quantorenzu formulieren:a
x  �!*b n  �c : n � x

Die Negationliefert:b x  �! a n  �c : n � x
mansieht,daßdie Quantoren“umklappen”,unddieAussage(rechtsvon “:”) negiertwird.

Übungsblatt 3

Aufgabe9

(a) Die MengederBuchstabendesWortes“Mathematik” ist d M � a � t � h � e� m� i � k e oder– wenn
manGroß-/Kleinschreibungnichtber̈ucksichtigt–: d m� a � t � h � e� i � k e . Wie mansieht,kommtein
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Elementin einerMengenur einmalvor. Dabeispielt die Reihenfolgeder Buchstabenin der
MengekeineRolle.

(b) Gesuchtist eine intensionaleDarstellungderMengeM �=d 1 � 2 � 4 � 8 � 16� 32�����f�Oe , alsomit
Hilfe einesgeeignetenPr̈adikates.
Man sieht leicht, daß die Elemente von M gerade die Zweierpotenzen sind:
1 � 20 � 2 � 21 � 4 � 22 �3����� . Damit erḧalt manM �hg x x  /cE��b n  �c 0 : x � 2n i .
(c) SeienM � N undP dieMengendergazzahligenVielfachenvon6 � 8 bzw. 48. Gesuchtsind
BeschreibungenderMengenmit Pr̈adikaten.

M � g x x  :12�Zb k  :1 : x � k 
 6 i
N ��g y y  212�Zb k  21 : y � k 
 8 i
P ��g z z  212�Zb k  21 : z � k 
 48 i

Esgilt M j N 6� P, denn24 � 4 
 6 � 3 
 8  M j N, aber24 � P.

Aufgabe10

(a)

M

N

P

N j P M k � N j P�
M

N

P

M k P M k N � M k N �ml � M k P�
(b) Zu zeigen:M k � N j P� � � M k N �nl � M k P� .
Beweis. Um die Gleichheitzu zeigen,mußfolgendesnachgerechnetwerden:a

x : x  M k � N j P� N/� x  � M k N �ml � M k P� �
Dazubetrachtenwir ein beliebigesx:

x  M k � N j P� N/� x  M � x � � N j P� (Definition von k )N/� x  M �o� � x  N � x  P�N/� x  M � � x � N � x � P� (deMorgan)N/� � x  M � x � N � � � x  M � x � P� (Distributivgesetz)N/� x  � M k N � � x  � M k P�N/� x  � M k N �nl � M k P�
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Aufgabe11

(a) Die Veranschaulichungvon M k � M k N � :
M k � M k N �
M k N

M

N

Die Vermutung:M k � M k N � � M j N.

(b) Zu zeigen:M k � M k N � � M j N.

Beweis. Wir betrachtenein beliebigesElementx:
x  M k � M k N � N/� x  M �Z� x  � M k N � (Definition von k )N/� x  M �Z� � x  M � x � N �N/� x  M � � x � M � x  N � (deMorgan)N/� � x  M � x � Mp qOr st@u F

� � � x  M � x  N � (Distributivgesetz)N/� x  M � x  N � F � A N/� A�N/� x  M j N (Definition von j )

Aufgabe12

SeiM �&d 1 � 2 e , gesuchtist v � v � M ��� .
Zunächstbestimmenwir v � M � �&d /0 �-d 1 eD�-d 2 eD�-d 1 � 2 eDe , underhalten:v � v � M ��� �&d /0 �3d /0 eD�3d�d 1 e�eD�Fd�d 2 e�eD�wd�d 1 � 2 e�eD�d /0 �-d 1 e�e��wd /0 �-d 2e�e��xd /0 �-d 1 � 2 e�e��wd�d 1 eD�-d 2 e�e��`d�d 1eD�-d 1 � 2e�e��.d�d 2 eD�-d 1 � 2 e�e��d /0 �-d 1 eD�-d 2 e�e��.d /0 �-d 1 � 2 eD�-d 2 e�e��%d /0 �-d 1 eD�-d 1 � 2 e�e��xd�d 1 eD�-d 2 eD�-d 1 � 2 e�e��d /0 �-d 1 eD�-d 2 eD�-d 1 � 2 eDeZe
Essindgenau16 Elemente.

Aufgabe13

Gegebensinddie zwei Mengen
U : � g � x � y� � x � y�  21zy/1{� 20 � x � 40� 10 � y � 20i
V : � g � x � y� � x � y�  21zy/1{� 30 � x � 50� 5 � y � 15i

(a) ZunächsteinegraphischeVeranschaulichung:
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20 40 50

10

20
U

V

|||| } U j VU k V ~ ~ ~��

Wie manschonanderGraphiksieht,ist V 6� U , z.B. ist � 50� 5�  V, aber � 50� 5� � U .
Die MengeU kanndargestelltwerdenals:

U �&d 20� 21� 22��������� 39� 40eMy:d 10� 11� 12�������X� 19� 20e
undmansieht,daßU 21 
 11 � 321Elementehat.

(b) Die Schnittmengeberechnetsich– wie mananderGraphikschonsieht– zu
U j V � g � x � y� � x � y�  21�y/1{� 30 � x � 40� 10 � y � 15i �

Analogist dieDifferenzmenge:
U k V � g � x � y� � x � y�  21�y/1{� 20 � x � 30� 10 � y � 20il g � x � y� � x � y�  :1�y/1{� 30 � x � 40� 15 � y � 20i �

Übungsblatt 4

Aufgabe14

Wir betrachtendie RelationR
� c*yZc , die für � m� n� � � m�Q� n� �  :c*yZc definiertist durch:� m� n� R� m� � n� � : N�� m � m� � n � n� �(3)

(a) Zu zeigen:R ist einepartielleOrdnungauf c*yZc .

Beweis. Reflexivität: Seialso � m� n�  �c*yZc beliebiggewählt.Danngilt m � m � n � n, da �
reflexiv ist. Also ist wegen(3) � m� n� R� m� n� , unddamitist R reflexiv.
Antisymmetrie:Seien� m� n� � � m��� n� �  �c+yoc mit � m� n� R� m��� n� � und � m��� n� � R� m� n� . Dasheißt
dochnach(3), daß

m � m� � n � n� undm� � m � n� � n �
Da aber � antisymmetrischist, folgen m � m� und n � n� . Zusammengefaßt heißt das:� m� n� R� m� � n� � � � m� � n� � R� m� n� ��� m � m� � n � n� �
� � m� n� � � m� � n� � . Das ist abergenau
dieDefinition von antisymmetrisch.
Transitiviẗat: Seien � m� n� � � m� � n� � � � m� � � n� � �  �c+yoc beliebig mit � m� n� R� m� � n� � und� m��� n� � R� m� �Q� n� � � . Danngeltennach(3):

m � m� � n � n� undm� � m� � � n� � n� � �
Da � transitiv ist, folgen m � m� � und n � n� � . Also � m� n� R� n� � � m� � � . Wir habenalsogezeigt:� m� n� R� m��� n� � � � m��� n� � R� m� �Q� n� � � ��� � m� n� R� n����� m� � � . Damit ist R transitiv.
Aus denEigenschaftenreflexiv, antisymmetrisch und transitiv folgt, daßR einepartielleOrd-
nungsrelationist.

Behauptung:R ist nicht linear.

Beweis. Lineariẗat heißt
a � m� n� � � m��� n� �  �c+yoc : � m� n� R� m��� n� � � � m��� n� � R� m� n� . Es reicht

alsoein Gegenbeispielanzugeben:
Esgilt � 1 � 2� 6R� 2 � 1� und � 2 � 1� 6R� 1 � 2� . Also ist Rnicht linear.
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(b) Zu M : ��d /0 �-d 5 eD�-d 6 eD�-d 1 � 3 e��-d 2 � 3 eD�-d 1 � 2 � 3 eD��d 1 � 3 � 4eD��d 2 � 3 � 4 eDe ist dasHasse-Diagramm
bez̈uglich derRelation

�
aufzustellen:� d 1 � 3 � 4 e~ ~ ~ ~ ~ � d 1 � 2 � 3 e||||| ~ ~ ~ ~ ~ � d 2 � 3 � 4 e|||||d 5e � � � � � � � � � � � � � �

� d 1 � 3 e~ ~ ~ ~ ~ � d 2 � 3e||||| � d 6 e��������������
/0

Wie mansieht,ist /0 daskleinsteElementder Menge,denn
a

x  M : /0 � x. Damit ist /0 auch
daseinzigeminimaleElement.Esgibt kein größtesElement;denn

a
x  M b y  M : y 6� x.

Die maximalenElementein � M � � � sind: d 5 eD�3d 6 eD�Fd 1 � 2 � 3 eD�wd 1 � 3 � 4 eD�Fd 2 � 3 � 4 e .� M � � � ist nicht lineargeordnet,dennz.B. d 1 � 3 eo6� d 2 � 3e und d 2 � 3 eZ6� d 1 � 3 e .
Aufgabe15

Die RelationR ist aufderMengeM �&d a � b � c � d � ee durchdie untenstehendeTabelledefiniert:

R a b c d e

a 1 0 1 0 1
b 0 1 0 1 0
c 1 0 1 0 1
d 0 1 0 1 0
e 1 0 1 0 1

(a) Zu zeigen:R ist eineÄquivalenzrelationaufM.

Beweis. Reflexivität: Esgilt
a

x  M : xRx, dain derHauptdiagonalennur1enstehen.
Symmetrie:Esgilt

a
x � y  M : xRy ��� yRx, dadie Tabellesymmetrischzur Hauptdiagonalen

ist.
Transitiviẗat: Behauptung:

a
x � y� z  R : xRy� yRx ��� xRy.

Die Behauptungist aufgrundder Reflexivität und Symmetrievon R richtig, wennmindestens
zweiderx � y� z gleichsind.
EsbleibtalsoderFall paarweiseverschiedenerx � y� zzubetrachten.Wir listennunallex � y� zauf,
für die xRy� yRzgeltenkann:

x y z xRz x y z xRz x y z xRz x y z xRz
a c e 1 c e a 1 a e c 1 d b � �
b d � � e a c 1 c a e 1 e c a 1

Wie mansieht,ist die Transitivität offensichtlicherfüllt.

(b) Gesuchtsind die Äquivalenzklassen< x; R von allen Elementenx  M. Definiert sind die
Äquivalenzklassendurch < x; R � g y y  M � xRyi .< a; R �&d a � c � ee < b; R �&d b � d e< c; R �&d a � c � ee < d ; R �&d b � d e< e; R �&d a � c � ee �
Wie mansofortsieht,gelten < a; R ��< c; R ��< d ; R und < b; R ��< c; R. Damit ist

M � R �=dn< a; R �f< b; R eM��d�d a � c � eeD�wd b � d e�eD�
–8–
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Aufgabe16

Auf derMengeM �&d a � b � c � d e soll eineRelationR definiertwerden,die reflexiv undsymme-
trisch,abernicht transitiv ist.
Dazudefinierenwir

R a b c d
a 1 1 0 1
b 1 1 1 1
c 0 1 1 1
d 1 1 1 1

R ist reflexiv, da auf der Hauptdiagonalennur 1en stehen.R ist symmetrisch,da die Tabelle
symmetrischzur Hauptdiagonalenist. R ist nicht transitiv, dennaRb� bRc, abera 6Rc.

Aufgabe17

Die RelationR aufderMenge !�yZ! ist definiertdurch:� x � y� R� x� � y� � : N�� x � x� � y � y� �
(a) Zu zeigen:R ist eineÄquivalenzrelationauf !�yZ! .

Beweis. Reflexivität: x � x � 0 � y � y �
� � x � y� R� x � y� .
Symmetrie:� x � y� R� x� � y� � �
� x � x� � y � y� . Multipliziert mandieseGleichungmit � � 1� , so
erḧalt man � � x � x� � �&� � y � y� � �
� x�S� x � y�O� y ��� � x�Q� y� � R� x � y� .
Transitiviẗat: Es gelte, � x � y� R� x� � y� � und � x� � y� � R� x� � � y� � � . Damit gelten x � x� � y � y� und
x�O� x� ��� y�O� y� � . Addiert manbeideGleichungen,soerḧalt man� x � x� � � � x� � x� � �p q�r s� x� x� � � � y � y� � � � y� � y� � �p q�r s

y� y� � �
also � x � y� R� x���Q� y� � � .
(b) Gesuchtsinddie Äquivalenzklassenvon � 0 � 0� und � 2 � 5� .< � 0 � 0� ; R �Tg � x � y� � x � y�  �!�yZ!0� � x � y� R� 0 � 0� i� g � x � y� � x � y�  �!�yZ!0� x � 0 � y � 0 i� g � x � y� � x � y�  �!�yZ!0� x � y i�Tg � x � x� x  �! i� ∆R

� !�yZ! und< � 2 � 5� ; R � g � x � y� � x � y�  �!�yZ!0� � x � y� R� 2 � 5� i� g � x � y� � x � y�  �!�yZ!0� x � 2 � y � 5 i� g � x � y� � x � y�  �!�yZ!0� x � 3 � y i� g � x � x � 3� x  �! i � !�yZ!
Wie mansieht, ist < � 0 � 0� ; R eineGeradedurch � 0 � 0� mit Steigung1. < � 2 � 5� ; R ist eineGerade
durch � 2 � 5� mit Steigung1.
GrafischeVeranschaulichung:

| | | |
| | | | || | | |

| | | |
| |� � 2 � 5�

� � 0 � 0�
< 2 � 5; R < 0 � 0; R

–9–
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Übungsblatt 5

Aufgabe18

(a) SeiM eineMengeund � � v � M � eineZerlegungvon M. Die RelationR seifür x � y  M
definiertdurch:xRy: N/�_b Z  :� : x  Z � y  Z.
(i) Zu zeigen:R ist eineÄquivalenzrelationaufM.

Beweis. Wir fassenzun̈achstdie EigenschafteneinerZerlegungzusammen:

1.
a

Z  �� : Z
�

M undZ 6� 0,
2.
a

Z � Z �� :� : Z 6� Z ����� Z j Z ��� /0,
3. M ��� Z ��� Z.

Reflexivität: Seix  M beliebig.Dannist nach3. x  2� Z ��� Z undsomitx  Z � für ein Z �D :� .
Unddamitist x  Z � � x  Z � , alsoxRx.
Symmetrie:Seienx � y  M mit xRy beliebig. Dann gibt es nach Definition ein Z �D :� mit
x  Z ��� y  Z � . Da � kommutativ ist, folgt y  Z �f� x  Z � undsomityRx.
Transitiviẗat: Seienx � y� z  M beliebigmit xRyund yRz. Danngilt: � b Z  :� : x  Z � y  Z �
und � b Z �� :� : y  Z �f� z  Z � � . Damit ist y  Z j Z � und nach 2. folgt Z � Z � . Also
x  Z � z  Z unddamitxRz.

(ii) Gesuchtist die ÄquivalenzklasseeinesbeliebigenElements.
Für x  M ist < x; R �Tg y y  M � yRxi �Tg y y  M ��b Z  :� : x  Z � y  Z i . Wie manaus2.
sieht,gibt esgenauein Z �� :� mit x  Z � . Behauptung:< x; R � Z � mit diesemZ � .
Beweis. “

�
”: Ist y  �< x; R, sogilt xRy ���Yb Z  2� : x  Z � y  Z, damitist Z � Z � undy  Z � .

“ � ”: Gelteny  Z ��� x  Z � , sogilt yRxunddamity  �< x; R.

(b) Gesuchtsindalle ÄquivalenzrelationenaufM �&d a � b � c � d e .
Ist ReineÄquivalenzrelationaufM, soist nach(4.10)M � ReineZerlegungvon M. Umgekehrt
bestimmtnach(a) jedeZerlegung � eineÄquivalenzrelationauf M, derenÄquivalenzklassen
geradedie Elementevon � sind.Um alle Äquivalenzrelationenauf M zu bestimmen,braucht
mandahernurallemöglichenZerlegungenvon M zu finden:	��C	 Zerlegungen #Zerlegungen

1 M 1
2 d�d a eD�-d b � c � d e�eD�.d�d b eD�-d a � c � d e�eD�xd�d c eD�-d a � b � d e�eD�d�d d eD�-d a � b � c e�e 4d�d a � b eD�-d c � d e�eD�.d�d a � c eD�-d b � d e�eD�xd�d a � d eD�-d b � c e�e 3
3 d�d a eD�-d b eD�-d c � d e�eD�%d�d a eD�-d c eD�-d b � d e�eD�%d�d a eD�-d d eD�-d b � c e�eD�d�d b eD�-d c eD�-d a � d e�eD�%d�d b eD�-d d eD�-d a � c e�eD�%d�d c eD�-d d eD�-d a � b e�e 6

4 d�d a eD�-d b eD�-d c eD�-d d e�e 1
Summe 15

Aufgabe19

(a) Die Abbildung f : d a � b � c � d � ee{��d 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 e ist definiertdurch
a �� 2 b �� 5 c �� 7
d �� 3 e �� 5 �

Gesuchtist zuU : �&d b � c � d � ee die Bildmengef � U � :
f � U � � g f � x� x  U i �=d f � b� � f � c� � f � d � � f � e� e �&d 3 � 5 � 7 eD�
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zuV : ��d 3 � 4 � 5 e dieUrbildmengef � 1 � V � :
f � 1 � V � �hg x x  M � f � x�  V i �Tg x x  M � f � x�  0d 3 � 4 � 5 e i �=d b � d � ee

undzuV � : ��d 1 � 2 e die Urbildmengef � 1 � V � � :
f � 1 � V � � � g x x  M � f � x�  V � i � g x x  M � f � x�  Cd 1 � 2 e i �&d a eD�

(b) Die Abbildung g : 1¡�_1 ist definiert durch g � z� � z2 für alle z  21 . Weiter sind
U : ��dD� 2 � 1 � 0 � 1 � 2 � 3 e undV : ��dD� 1 � 3 � 4 � 5 � 9 e .

g � U � �&d g � � 2� � g � 1� � g � 0� � g � 1� � g � 2� � g � 3� e¢�&d 0 � 1 � 4 � 9 e
g� 1 � U � � g x x  :1{� g � x�  V i �&dD� 3 ��� 2 � 2 � 3 e
Aufgabe20

Gegebensinddie zwei Abbildungen
f : !�yZ! �£� ! g : ! ��� !� r � s� � �£� r � s x � ��� x3 � x � 1

(i) Zu berechnen:� g ¤ f � ��� 5 � 2��� � g � f ��� 5 � 2��� � g � 5 � 2� � g � 3� � 25� g ¤ f � ��� 2 � 5��� � g � f ��� 2 � 5��� � g � 2 � 5� � g � � 3� ��� 24

(ii) Behauptung:� f ¤ g� � 2� kannnichtberechnetwerden.

Beweis. Die Hintereinanderausführung � f ¤ g� ist nicht definiert,da die Wertemenge! von g
nichtmit demDefinitionsbereich!¥yZ! von f übereinstimmt.

Aufgabe21

(a) Behauptung:f : c��¦c , n �� n � 5 ist injektiv abernicht surjektiv.

Beweis. Injektivität: Sindn � n�9 �c mit f � n� � f � n� � , sogilt n � 5 � n��� 5 unddamitn � n� .
Surjektiviẗat: 4  �c besitzt kein Urbild unter f . Annahme: Es gibt ein n  �c mit
f � n� � 4 � n � 5. Dannist n �&� 1  /c . Diesist abereinWiderspruch,da � 1 � /c .

(b) Behauptung:g : !�yZ!§�¦! , � x � y� �� x � y ist surjektiv abernicht injektiv.

Beweis. Injektivität: Es sind � 2 � 1� � � 3 � 2�  �!�yZ! und � 2 � 1� 6� � 3 � 2� . Aber
g � 2 � 1� � 2 � 1 � 1 � 3 � 2 � g � 3 � 2� . Damit ist g nicht injektiv.
Surjektiviẗat: Sei x  /! beliebig,dannist � x � 0�  /!�yZ! und g � x � 0� � x � 0 � x. Wir können
alsozu jedemx  �! ein Urbild finden.Damit ist g surjektiv.

Übungsblatt 6

Aufgabe22

EsseiG
� c die MengedergeradennaẗurlichenZahlen.

(a) Zu zeigen:G ¨©c . (ManchmalauchG ª�c geschrieben)

Beweis. G ¨�c heißt ja: G
� c und G 6�(c . Wir haben1  �c , aber1 � G. Also kannnichtc�� G gelten.

(b) Zu zeigen:Die Abbildung f : c*��� G � n � ��� 2 
 n ist injektiv und surjektiv (und damit
bijektiv).
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Beweis. Injektivität: Wir wollen zeigen:
a

n � n�m �c : f � n� � f � n� � �
� n � n� . Seien also
n � n�  �c mit f � n� � f � n� � beliebig,dannist 2 
 n � 2 
 n� unddamitn � n� .
Surjektiviẗat: Wir wollen zeigen

a
n  G b m  �c : f � m� � n. Seialson  G beliebig.Dannhat

n die Form2 
 mmit einemm  �c , dan gerade.Also ist f � m� � 2 
 m � n.

(c) Gesuchtist die Umkehrabbildungg : G �£�_c mit f ¤ g � idG undg ¤ f � id « .
Behauptung:g : G �£�YcE� n � ��� n

2 ist die Umkehrabbildung.

Beweis. Zunächstsindallen  G geradeunddamitist n
2  �c undesgelten:a

n  :c : � g ¤ f � � n� � g � 2n� � 2n
2 � n unda

n  G : � f ¤ g� � n� � f � n2 � � 2 
 n
2 � n unddamit f ¤ g � idG undg ¤ f � id « .

Aufgabe23,CAESAR

Zunächstsetzenwir ¬ : �&d A,B,C,D, ����� ,X,Y,Z e dasAlphabet.Die Abbildungϕ : ¬¥�£�­¬ ist
definiertdurch:

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z	®	_	^	¯	­	­	°	_	±	²	°	²	³	¯	­	´	µ	°	 	¶	¯	¶	 	°	®	
D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C

(a) Wie sichausobigerTabelleergibt: ϕ � X � � A � ϕ � Y � � B � ϕ � Z � � C.

(b) Wir wendenauf jedenBuchstabender Worte VENI V IDI V ICI die Abbildung ϕ an und
erhalten:YHQLYLGLYLFL.

(c) AusderobigenDefinitionvon ϕ ist ersichtlich,daßjedesElementaus¬ genaueinUrbild
unterϕ hat.Also ist ϕ bijektiv. Die Entschl̈usselungsfunktion ϕ � 1 weist jedemElementvon ¬
seinUrbild unterϕ zu:

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z	¯	®	^	®	_	®	°	·	­	¯	Y	¸	³	°	²	¹	°	·	­	°	¯	¶	 	°	 	
X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W

(d) WendeaufjedenBuchtabendesGeheimtextes“GDVLVWHLQIDFK” dieAbbildungϕ � 1

an.Dannerḧalt man:DASISTEINFACH º DAS IST EINFACH.

Aufgabe24

Esist durchInduktionzuzeigen:

(a) Für n  �c bezeichnesn die Summealler ungeradennaẗurlichenZahlenvon 1 bis 2n � 1.
SucheeineFormalfür sn in Abhängigkeit vonn undbeweisediesedurchvollständigeInduktion.
Beobachtung:s1 � 1 � s2 � 4 � s3 � 9 � s4 � 14�������
Behauptung:sn � n2.

Beweis. Induktionsanfang, n � 1 : s1 � 1 � 12, alsoist die Behauptungfür n � 1 richtig.
Induktionsvoraussetzung: Die Formel gelte für eine bestimmtenaẗurliche Zahl n  /c , also
sn � n2.
Induktionsbehauptung: sn» 1 � � n � 1� 2.
Induktionsschritt:

sn» 1 � 1 � 3 � 5 ��
�
�
#� � 2n � 1� � � 2n � 1� � sn � � 2n � 1�
IV� n2 � � 2n � 1� � n2 � 2n � 1 � � n � 1� 2 �

(b) Für n  :c seitn : � 1 
 2 � 2 
 3 ��
�
�
-� n 
 � n � 1� .
Zu zeigen:

a
n  �c : tn � 1

3n � n � 1� � n � 2� .
–12–
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Beweis. Induktionsanfang, n � 1 : t1 � 1 � 1 � 1� � 2 � 1
31 � 1 � 1� � 1 � 2� . Also ist die Behaup-

tungfür n � 1 richtig.
Induktionsvoraussetzung: Die Formel gelte für eine bestimmtenaẗurliche Zahl n  /c , also
tn � 1

3n � n � 1� � n � 2� .
Induktionsbehauptung: tn» 1 � 1

3
� n � 1� � n � 2� � n � 3� .

Induktionsschritt:
tn» 1 � 1 
 2 � 2 
 3 ��
�
�
-� n � n � 1� � � n � 1� � n � 2� � tn � � n � 1� � n � 2�

IV� 1
3

n � n � 1� � n � 2� � � n � 1� � n � 2� � � 13n � 1� ��� n � 1� � n � 2���� 1
3
� n � 3� � n � 1� � n � 2� � 1

3
� n � 1� � n � 2� � n � 3� �

Übungsblatt 7

Aufgabe25

Die Alle Autoshabendie gleicheFarbe-Aufgabe.
Wir setzenP � n� : N/� je n Autoshabendie gleicheFarbe.Um die BehauptungderAufgaben-
stellungzu zeigen,müßteein Induktionsbeweis folgendermaßenvorgehen:
Induktionsanfang:P � 1� , alsoein Auto hatdie gleichFarbewie esselbst.
Induktionsschluß:

a
n  :c : P � n� ��� P � n � 1� , aberdie ArgumentationausderAufgabenstel-

lungversagtfür denFall n � 2, daeszweiAutosmit verschiedenenFarbengibt.

Aufgabe26

Gesuchtist eineRekursionsgleichungfür
an : ��¼¼ g x x  Cd 0 � 1 e n � in x kommenkeineaufeinanderfolgendenNullenvor i ¼¼ �

Bis n � 5 gebenwir die Zahlenexplizit an:
n � 1: 1 � 0, alsoa1 � 2.
n � 2: 01� 10� 11, alsoa2 � 3.
n � 3: 010� 110� 011� 101� 111, alsoa3 � 5 � 2 � 3.
n � 4: 0110� 1010� 1110� 0101� 1101� 0111� 1011 � 1111, alsoa4 � 8 � 5 � 3.
n � 5: 01101� 10101� 11101 � 01011� 11011 � 01111� 10111 � 11111� 01010 � 11010� 01110�

10110� 11110, alsoa5 � 13 � 8 � 5
Sokommenwir zu demVerdacht:

a
n � 3 : an � an � 1 � an � 2, denwir beweisenwollen. Dazu

definierenwir zun̈achst:
Einen-Folgex  0d 0 � 1 e n heißtzul̈assig, wennkeineaufeinanderfolgenden GliederNull sind.

Beweis. Jeden-Folgex  ½d 0 � 1 e n endetentwedermit Null odermit Eins.Wir habenalsozwei
Fälle:
1. Fall: Folgeendetmit 1, Dannbildendie Gliederdavor einezulässige� n � 1� -Folge,davon
gibt esan � 1 viele.
2. Fall: Folgeendetmit 0, danndarf die Stelledavor nicht 0 sein,alsoendetdie Folgeauf 10.
Die Gliederdavor müsseneinezulässige� n � 2� -Folgesein,davon gibt esan� 2 viele.

Damit habenwir die Rekursionsgleichung
a1 � 2 � a2 � 3 � an» 2 � an» 1 � an für allen  �c

bewiesen.Diese Gleichung entsprichtder der FIBONACCI-Zahlen mit den Anfangswerten
F3 � a1 � 2 � F4 � a2 � 3 unddamitan � Fn» 2.
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Aufgabe27

Die Zahlenbn � n  �c seienrekursiv definiert durch b0 : � 1 � b1 : � 2 � bn : � 2bn � 1 � bn � 2 für
n � 2.
Die erstensiebenZahlensind:

b0 � 1 � b1 � 2 � b2 � 3 � b3 � 4 � b4 � 5 � b5 � 6 � b6 � 7 � b7 � 8 �
Gesuchtist jetzteineFormelfür die bn. UnsereVermutungist: bn � n � 1 für n � 2.

Beweis. Induktionsanfang:n � 2: b2 � 3 � 2 � 1 undn � 3: b3 � 4 � 3 � 1.
Induktionsvoraussetzung: Sei n � 4 beliebigund die Behauptungrichtig für n � 1 und n � 2,
also

bn � 1 � n undbn� 2 � n � 1 �
Induktionsbehauptung: bn � n � 1.

Induktionsschluß: bn
Def.� 2bn � 1 � bn � 2

(IV)� 2 � n� � � n � 1� � 2n � n � 1 � n � 1.

Beachte:Da b4 � 2b3 � b2 mußder Induktionsanfang für n � 2 undn � 3 geführt werden.Im
Induktionsschlußzeigtmandann“P � n � 1� � P � n � 2� ��� P � n� .”

Aufgabe28(Türme von Hanoi)

Zunächstvereinbarenwir die SchreibweiseA
k�£� B für: Die k-te Scheibewird von A nachB

gelegt.
DasSpielmit einerScheibebrauchttrivialerweisegenaueinenZug.

(1) Wir spielenjetztmit zweiScheiben:A
1��� B � A

2�£� C � B
1��� C undbrauchendreiZüge.

(2) Mit drei Scheiben: A
1�£� C � A

2��� B � C 1�£� B � A
3��� C � B

1�£� A � B
2�£� C � A

1��� C
undbrauchensiebenZüge.

(3) Nachdemdritten Zug habenwir die Situation,eineScheibenachSäuleC verlagernzu
müssen,sowie dasSpiel mit zwei Scheibenvon B nachC. In denerstenDrei Schrittenhaben
wir dasSpielmit zweiScheibenvon A nachB gespielt.

(4) Wir wissens1 � 1 undvermutensn � 2sn � 1 � 1 für n � 2.

Beweis. Induktionsanfang:s2 � 3 � 2 
 1 � 1 � 2 
 s1 � 1.
Induktionsvoraussetzung: Für ein beliebigesn � 2 geltesn � 2sn � 1 � 1.
Induktionbehauptung: sn» 1 � 2sn � 1
Induktionsschritt: Wir spielendasSpielmit n � 1 Scheiben.Die oberenn Scheibenlassensich
nachInduktionsvoraussetzung in sn Zügenvon A nachB legen.Dannwird die n � 1teScheibe
nachC gelegt, und in weiten sn Zügender Stapelmit n Scheibenvon B nachC. Insgesamt
erhaltenwir sosn» 1 � sn � 1 � sn � 2 
 sn � 1 Züge.

(5) Gesuchtist eine geschlosseneFormel für sn, also eine Formel, die nich nicht auf sn� 1

absẗutzt.Dazuberechnenwir zun̈achsteinigesn explizit:
s1 � 1 � 2 � 1 � 21 � 1 � s2 � 3 � 4 � 1 � 22 � 1 �
s3 � 7 � 8 � 1 � 23 � 1 � s4 � 15 � 16 � 1 � 24 � 1 �3�����

undgelangensozu derVermutungsn � 2n � 1 für allen � 1.

Beweis. Induktionsanfangs.o.
Induktionsvoraussetzung: Für ein c+¾ n � 2 geltesn � 2n � 1.
Induktionsbehauptung: sn» 1 � 2n» 1 � 1.

Induktionsschritt: sn» 1 � 2 
 sn � 1
IV� 2 
 � 2n� 1 � 1� � 1 � 2 
 2n � 1 � 2 � 1 � 2n � 1
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Übungsblatt 8

Aufgabe29

(a) Zu berechnen:∑5
k � 0k ¿ 5k À

5

∑
k � 0

k Á 5
k Â � 0 Á 5

0Â � 1 Á 5
1Â � 2 Á 5

2Â � 3 Á 5
3Â � 4 Á 5

4Â � 5 Á 5
5Â

mit 1 �ÃÁ 5
5Â �ÄÁ 50Â � 5 �ÄÁ 5

1Â �ÅÁ 5
5 � 1Â �ÄÁ 54Â � 10 �ÃÁ 5

2Â �ÃÁ 53Â� 0 
 1 � 1 
 5 � 2 
 10 � 3 
 10 � 4 
 5 � 5 
 1� 80

(b) Gesuchtist derKoeffizient von x14 in demAusdruck � 1 � 2x2 � 10.
NachdembinomischenSatz(7.11)gilt� 1 � 2x2 � 10 � 10

∑
k � 0

Á 10
k Â 110� k � � 2x2 � k � 10

∑
k � 0

Á 10
k Â � � 2x2 � k �

DengesuchtenKoeffizientenentḧalt mandemzufolgefür k � 7:Á 10
7 Â � � 2� 7 ���EÁ 10

7 Â 27 ���ÆÁ 10
3 Â 27 ��� 10 
 9 
 8

1 
 2 
 3 
 27 ��� 120 
 27 ��� 15360

Aufgabe30

(a) Zu berechnen:∑n
k � 0
� � 1� k ¿ nk À für n  :c 0.

Nach bem binomischenLehrsatzist � x � y� n � ∑n
k� 0 ¿ nk À xn � kyk für alle x � y  �! und n  /c 0.

Setzenunx : � 1 � y : ��� 1, underhalte
n

∑
k � 0

� � 1� k Á nk Â � n

∑
k � 0

Á n
k Â 1n � k � � 1� k � � 1 � � � 1��� n � 0n

��L 1 für n � 0

0 für n � 1
�

(b) SeiM eineendlicheMengemit n � 1 Elementen.Setze
gn : � AnzahlderTeilmengenvon M, die geradeElementzahlhaben,

un : � AnzahlderTeilmengenvon M, die ungeradeElementzahlhaben.

Zu zeigen:gn � un.

Beweis. NachSatz(7.9) ist ¿ nk À die Anzahlderk-elementigenTeilmengeneinern-elementigen
Menge,d.h.

gn � n

∑
k� 0Ç k gerade

Á n
kÂ �

un � n

∑
k� 0Ç k ungerade

Á n
k Â �

Weiterhingilt � � 1� k � L 1 k gerade� 1 k ungerade
.
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Aus (a) folgt für n � 1:

0 � n

∑
k � 0

� � 1� k Á nk Â � n

∑
k� 0Ç k gerade

Á n
k Â � n

∑
k� 0 Ç k ungerade

� � 1� Á nk Â� n

∑
k � 0 Ç k gerade

Á n
k Â � n

∑
k � 0 Ç k ungerade

Á n
k Â � gn � un

Darausfolgt gn � un.

Aufgabe31

SeiM eineendlicheMengemit n Elementen,M �&d x1 �������D� xn e . Gesuchtist die Anzahlzn der
Möglichkeiten,M alsdisjunkteVereinigungzweiernichtleererTeilmengendarzustellen.
Für 2 � 3 und4 gebenwir dieMöglichkeitenexplizit an:
n � 2: d�d x1 eD�-d x2 e�e , alsoz2 � 1.
n � 3: d�d x1 � x2 eD�-d x3 e�eD�3d�d x2 � x3 eD�-d x1 e�eD�3d�d x1 � x3 eD�-d x2 e�e , alsoz3 � 3.
n � 4: Eine 2-Zerlegung von M kann aus einer ein- und einer dreielementigenTeil-
mengeoder aus zwei zweielementigenTeimengenbestehen:Mit paarweiseverschiedenen
i � j � k � l  0d 1 � 2 � 3 � 4 e gibt esfürd�d xi eD�-d x j � xk � xl e�e vier Möglichkeitenundfürd�d xi � x j eD�-d xk � xl e�e dreiMöglichkeiten,denn d�d xi � x j eD�-d xk � xl e�eÈ�=d�d xk � xl eD�-d xi � x j e�e
unddamitist z4 � 7.
Sei nun n � 2 beliebig,gesuchtist die Anzahl der Zerlegungenvon M, also die Anzahl der
Mengend U � V eD� U � V � M � mit U 6� /0 � V 6� /0 � U l V � M � U j V � /0 �
Darausfolgt V � M k U .
Da U � V beidenichtleerund damit ungleichM sein müssen,gibt es für U insgesamt2n � 2
Möglichkeiten.WegenM k � M k U � � U liefern aberU und M k U � V dieselbenZerlegungen,
d.h.

zn � 1
2
� 2n � 1� � 2n � 1 � 1 für allen � 1 �

Aufgabe32

EsseiM eineendlicheMengeundT
�

M eineTeilmengevon M.

(a) Zu zeigen:Aus 	T 	O�T	M 	 folgt T � M.

Beweis. M � T l � M k T � ���¯< � 7 � 4b� ;É	M 	O�T	T 	��(	M k T 	S�
�Ê<�	T 	O�T	M 	 n.V.;É	M k T 	O� 0 und
damitist M k T � /0, alsoliegt jedesElementausM auchin T, d.h.M

�
T. NachVoraussetzung

ist aberauchT
�

M unddamitT � M.

(b) Die Voraussetzung,daßM endlichseinmuß,ist nichtverzichtbar, dennc � 1{�`	 cË	O�T	�1 	
aber 1©¾½� 1 � :c , also c·6��1 .

(c) EsseienM � N Mengenund f : M � N eineinjektiveAbbildung.Zu zeigen:	 f � M � 	S��	M 	 .
(Dasgilt auchwennM nicht endlichist.)

Beweis. f definierteinebijektiveAbbildungg : M � f � M � , x �� f � x� . Da f injektiv ist, ist auch
g injektiv, nachDefinitionvon f � M � ist g auchsurjektiv, alsoist g bijektiv. Also M Ì f � M � und
somit 	M 	��T	 f � M � 	 . (Hier wird nirgendwo benutzt,daßM endlichist.)

(d) Seien M � N endliche Mengen mit 	M 	O�T	N 	 . Zu zeigen: jede injektive Abbildung
f : M � N ist bijektiv.
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Beweis. Zu zeigen ist, daß f surjektiv ist, also f � M � � N. Es gilt f � M � � N mit	 f � M � 	 (c)�h	M 	 Vor.�Ê	N 	 . Nach(a) folgt f � M � � N.

(e) Die Eigenschaftder Endlichkeit von N und M ist nicht verzichtbar, denn f : c��¦c ,
n �� n � 5 ist injektiv abernicht surjektiv (sieheÜbungsaufgabe21a)und 	 c¡	�� ∞.

Übungsblatt Í 9Í
Aufgabe33(Weihnachtsmann)

(a) WievieleMöglichkeitenhatderWeihnachtsmann,einemliebenStudentenvier Geschenke
auseinerListe von 30zu schenken?
Gesuchtist die Anzahl der vierelementigenTeilmengeneiner 30-elementigenMenge, wir
müssendasLotto-Problemlösen.Esgibt also ¿ 30

4 À Möglichkeiten.

(b) WievieleMöglichkeitenhatderWeihnachtsmann,seineachtRentiereanzuspannen,wenn
der rotnasige Rudi immervornerechtsstehensoll?
DaRudisPositionimmervorgegebenist, kannderWeihnachtsmannnurnochdiePositionender
anderensiebenRentierevariieren.Er hatalsosiebenPlätzeundsiebenRentiere,unddamit7!
Möglichkeiten.

(c) Der Weihnachtsmannbesucht30 Studenten,und gibt jedemfleißigenStudentenein Ge-
schenk,jedemfaulenkeins.Wieviele Geschenkverteilszenarien sinddenkbar?
Wir kodierenfaule Studentenkanonischals “0”, fleißigeals “1”. Damit wird jedesSzenario
eindeutigdurcheine30-stelligeBinärfolgedargestellt.Hiervon gibt esgenau230 Stück.

(d) Wieviele kürzesteWegegibt esvom WeihnachtsmannzumSchlitten?
Wir sehenunszun̈achsteinigekürzesteWegean:

Î
Weihnachtsmann

ÎSchlitten

Ï Ï ? Ï ? Ï Ï ?? Ï
? Ï ?? Ï

?

?? Ï ? Ï
? Ï Ï ?? Ï

? Ï ? Ï Ï

Der Weihnachtsmannkannjedesmalein Straßensẗuck nachoben(O) odernachrechts(R) bis
zur nächstenKreuzunggehen.Bewegungennachlinks oderuntensindnicht möglich,dennsie
würdeneinenUmweg bedeuten.Auf jedemkürzestenWeg gehter alsoachtmal nachrechts
undachtmalnachoben.
JedersolcheWeg ist durchein16ZeichenlangesWort ausachtmalO undachtmalReindeutig
beschrieben.NachSatz(8.4)gibt eshiervon geradeÁ 16

8 � 8Â � 16!
8! 
 8!

� 16!
8! 
 � 16 � 8� ! �ÃÁ 16

8 Â � 12870

viele.

(e) Wieviele MöglichkeitenhatKevinsSchwester, sichzehnLeckereienvon einemTellermit
jeweils mindestenszehnMandarinen,NüssenundPlätzchenzu nehmen?
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Es werdenzehnTeile auf die drei KästenM (Mandarinen),N (Nüsse)und P (Plätzchen)ver-
teilt, d.h. eshandeltsich um eineKombinationmit WiederholungohneBerücksichtigungder
Reihenfolge.NachSatz(8.13)ist derenAnzahl

CW
� 3 � 10� �ÃÁ 3 � 1 � 10

10 Â �ÅÁ 12
10Â �ÃÁ 12

2 Â � 66�
Aufgabe34

Auf derMenge ¬§��d a � b � c �������n� y� ze derBuchstabendesAlphabetsist durchdie üblicheRei-
henfolgederBuchstabeneinelineraeOrdnung Ð definiert(z.B. gilt a Ð a � c Ð r abery 6Ð n).
Wir nennenein Wort w � w1w2 ����� wk ausdenBuchstabenw1 �������D� wk  0¬ monotonsteigend,
wenngilt:

a
i � j  ¡d 1 � 2 ������� k e : i � j �n��� wi Ð w j . Es bezeichneak die Anzahl der monoton

steigendenWörterderLängek

(a) Gesuchtist ak für k � 1 � 2 � 3 jeweils durchexplizite Überlegung.
Für k � 1 ist klar, daßjedesWort derLängeeinsmonotonsteigendist, esgilt alsoak � 26.
Für k � 2 bildenwir allemonotonsteigendenWörter, nachAnfangsbuchstabensortiert:

aa� ab� ac�F�����D� az 26
bb� bc�F�����D� bz 25

cc�F�����D� cz 24
...

...
yy� yz 2

zz 1
Wir habenalsoa2 � 26 � 25 ��������� 2 � 1 � ∑26

i � 1 i � 26Ñ 27
2 .

Für k � 3 erhaltenwir die Tabelle

aaa� aab� aac�3������� azz 26Ñ 27
2

bbb� bbc�3������� bzz 25Ñ 26
2

ccc�w�����D� czz 24Ñ 25
2

.. .
...

zzz 1
MonotonsteigendeWörterderLängedreimit Anfangsbuchstabena gibt esgenaua2 viele,mit
Anfangsbuchstabenb genausoviele,wie esmonotonsteigendeWörterderLängezweiausden
Buchstabenb � c ��������� zgibt usw.

Damiterhaltenwir: a3 � ∑26
i � 1

i H i » 1I
2 � 1

2 ∑26
i � 1 i � i � 1� Aufg. 24b� 26Ñ 27Ñ 28

2Ñ 3 .

(b) Gesuchtist eineallgemeineFormelfür ak für beliebigek  �c .
Da esbei einerk-Multimengenicht auf die Reihenfolgeder Elementeankommt,wird jedek-
Multimenge,die ausden Buchstabenvon ¬ gebildetwerdenkann, durch ein eindeutigbe-
stimmtes,monotonsteigendesWort beschrieben.Also ist die Anzahlak dermonotonsteigen-
denWörterausk Buchstabenvob ¬ gleichderAnzahlderk-Multimengenaus26 Elementen.
Folglich ist nach(8.13):

ak � CW
� 26� k � � Á 26 � 1 � k

k Â � Á 25 � k
k Â �

Für k � 1 � 2 � 3 erhaltenwir in Übereinstimmungmit (a):
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a1 � Á 25 � 1
1 Â � Á 26

1 Â � 26

a2 �ÃÁ 25 � 2
2 Â �ÃÁ 27

2 Â � 26 
 27
2

a3 � Á 25 � 3
3 Â � Á 28

3 Â � 26 
 27 
 28
2 
 3 �

Übungsblatt 10

Aufgabe35

Gesuchtist die Wahrscheinlickkeit, daßein zufälliges Paar � a � b�  Cd 1 �������n� 10eÈy:d 1 ��������� 10e
auszwei teilerfremdenZahlena � b besteht.
Zunächstdefinierenwir

M : �&d 1 ��������� 10eÈy:d 1 ��������� 10eD�
N : �Tg � a � b� � a � b�  M � ggT� a � b� � 1 i �

Die gesuchteWahrscheinlichkeit ist dannW �·ÒN ÒÒM Ò .Um die Mächtigkeit von N zubestimmen,berechnenwir folgendeWertefür a � 1 �������D� 10:
sa � ¼¼ g x x  0d 1 ��������� 10eD� ggT� a � x� � 1 i ¼¼ �

indemwir dieMengeneinfachabz̈ahlenunderhalten:
s1 � 10 s2 � 5 s3 � 7 s4 � 5 s5 � 8
s6 � 3 s7 � 9 s8 � 5 s9 � 7 s10 � 4

Nun ist 	N 	�� a1 � a2 ��������� a10 � 63 unddie gesuchteWahrscheinlichkeit

W � 	N 		M 	 � 63
100

� 0 � 63 � 63%�
Aufgabe36

Ein Bauerim Lippischen1 besitzteinenrechteckigenAcker. Dieserist 143Meter langund77
Meter breit. BesagterBauerwill diesenAcker rundherumeinz̈aunen.Dazu will er so wenig
Pfählewie möglichverwenden.Alle PfählesollendenselbenAbstandzueinanderhaben;hierbei
sindnurganzeMeteralsAbstandzulässig!AusStabiliẗatsgr̈undenmussanjederEckeeinPfahl
eingeschlagenwerden.Wieviele PfählebrauchtderBauermindestens?

Seia derAbstandzweieraufeinanderfolgenderPfähle.NachAufgabenstellungmußa  �c gel-
ten.Da die PfähleallegleichenAbstandhaben,mußgelten

a 
 s � 77
a 
 t � 143 Ó ��� a 77 � a 143�

daa maximalseinsoll, mußalsoa � ggT� 77� 143� gelten.
Wir benutzendenEuklidischenAlgorithmus, um denggTzu berechnen:

143 � 1 
 77 � 66

77 � 1 
 66 � 11

66 � 6 
 11 � 0 ��� 11 � ggT� 143� 77� �
Nunberechnenwir nochs � 77

a � 77
11 � 7 undt � 143

a � 143
11 � 13. Die Gesamtzahlderben̈otig-

tenPfostenist also2 
 s � 2 
 t � 40.

1Die Fragestellungist auchohnedieVoraussetzungim Lippischenmöglich.
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Aufgabe37(RSA)

(1) Warumsind p � 37 undq � 29 Primzahlen?
Durchtestenaller Primzahlenkleinerals 7 � p8 bzw. 7 � q8 liefert, daßp � q keineechtenTeiler
haben.

(2) N � p 
 q � 37 
 29 � 1073undM � � p � 1� 
 � q � 1� � 36 
 29 � 1008.

(3&4) Wählee � 275 zufällig mit 1 � e
�

M � 1008, gesuchtist nun e� 1 � mod M � , dieses
wird mit demErweitertenEuklidischenAlgorithmusberechnet,mit demwir auchggT� e� M � � 1
überpr̈ufen.

1008 � 3 
 275 � 183

275 � 1 
 183 � 92

183 � 1 
 92 � 91

92 � 1 
 91 � 1

91 � 91 
 1 � 0��� ggT� 1008� 275� � 1

k 0 1 2 3 4 5 6
rk 1008 275 183 92 91 1 0
qk — 3 1 1 1 91
xk 1 0 1 � 1 2 � 3
yk 0 1 � 3 4 � 7 11��� 1 � � � 3� 
 1008� 11 
 275��� 11 
 275 Ô 1 � mod 1� 008

Sosetzenwir d : � 11underhalten� e� N � alsöffentlichenund � d � N � alsprivatenSchl̈ussel.

(5) Jetzt soll die verschl̈usselte Nachricht y � 1006 entschl̈usselt werden: Wir wissen
y Ô m275modN, wobei m die geheimeNachricht ist. Zur Entschl̈usselungberechnenwir
m � yd � 100611 � mod 1� 073. Diesliefert m � 123.
Bemerkung:Um 100611 zuberechnen,benutzenwir dieMethodedessukzessivenQuadrierens:

10062 � 1012036� mod N � � 197

10064 � 1972 � 38809 � mod N � � 181

10068 � 1812 � 32761 � mod N � � 571

100610 � 571 
 197 � 112487� mod N � � 895

100611 � 895 
 1006 � 900370� mod N � � 123

Aufgabe38

Wandledie Dezimalzahlena � 141undb � 152in Zahlenzur Basis4 um,addiereundmulti-
plizieredieseZahlenin derDarstellungzur Basis4 undüberpr̈ufe die Ergebnisse,indemdu sie
wiederin Dezimalzahlenumwandelstundmit denDezimalzahlena � b bzw. a 
 b vergleichst.
Zunächstbestimmenwir alsonundieDarstellungvon a undb zur Basis4:

141 � 35 
 4 � 1

35 � 8 
 4 � 3

8 � 2 
 4 � 0

2 � 0 
 4 � 2�
� a � � 2031� 4
152 � 38 
 4 � 0

38 � 9 
 4 � 2

9 � 2 
 4 � 1

2 � 0 
 4 � 2��� b � � 2120� 4
Nunberechnenwir SummeundProdukt:� 2031� 4� � 2120� 4� 10211� 4

� 2031� 4 
 � 2120� 4� 101220� 4� 2031 � 4� 10122 � 4� 11032320� 4
Die Ergebnisserechnenwir nunmit Hilfe desHorner-Schemasin dieDezimaldarstellungum:
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1 0 2 1 1
4 — 4 16 72 292

1 4 18 73 293

1 1 0 3 2 3 2 0
4 — 4 20 80 332 1336 5356 21432

1 5 20 83 334 1339 5358 21432
Also ist � 10211� 4 � 293 � 141 � 152, � 11032320� 4 � 21432� 141 
 152undunsereRechnun-
genwarenkorrekt.

Übungsblatt 11

Aufgabe39

(a) Zu zeigen:Jedenaẗurlich Zahl n  :c , die wedervon 2 nochvon 3 geteiltwird. läßtsichn
in derFormn � 6k � 1 odern � 6k � 1 mit einemgeeignetenk  �c darstellen.

Beweis. Teilt mann mit Restr durch6, alson � k 
 6 � r sogilt r  0d 0 ��������� 5 e . Wir betrachten
nundie folgendenFälle:
r � 0 ��� n � 6 
 k ��� 2 n � 3 n, Widerspruchzur Voraussetzung.

r � 2 ��� n � 6 
 k � 2 � 2 � 3 
 k � 1� ��� 2 n, Widerspruchzur Voraussetzung.

r � 3 ��� n � 6 
 k � 3 � 3 � 2 
 k � 1� ��� 3 n, Widerspruchzur Voraussetzung.

r � 4 ��� n � 6 
 k � 4 � 2 � 3 
 k � 2� ��� 2 n, Widerspruchzur Voraussetzung.
Also könnennur1 und5 alsResteauftreten,esgilt mit geeignetemk  :c 0:
r � 1 ��� n � 6 
 k � 1 bzw. r � 5 ��� n � 6 
 k � 5 � n � 6 � k � 1� � 1.

(b) Zu zeigen:Ist p einePrimzahl,soist p ÔGÕ 1 � mod 6� .
Beweisdurch Kontraposition. Ist p 6Ô=Õ 1 � mod 6� , sofolgt nach(a), daß3 p oder2 p, alsoist
p keinePrimzahl.

(c) Gesuchtist ein k  /c für das6k � 1 und6k � 1 keinePrimzahlensind.
Für k � 20gilt 2k � 1 � 119 � 7 
 17 und2k � 1 � 121 � 11 
 11. Wir sehenalso,daßdie Umh-
kehrungvon (b) nicht gilt.

Aufgabe40

BetrachtedenfolgendenAlgorithmusfür ungeraden  /c :
1. x ÖB" � n$
2. while ( � x2 � n ist kein Quadratin c ) do
3. x Ö x � 1
4. Antworte “x Õ � x2 � n sindzueinanderkomplemenẗareTeiler von n”

(a) Warumwerdenin 2. wirklich Teilervon n gefunden?
Ist � x2 � n  /c 0, sosindauchx � � x2 � n � x � � x2 � n  �c 0. Bilden wir nundasProdukt,so
erhaltenwir� x �z× x2 � n� 
 � x �Ø× x2 � n� � x2 � � × x2 � n� 2 � x2 � � x2 � n� � n �
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(b) Warumbricht dasVerfahrensp̈atestensbei x � n» 1
2 ab?

Dan nachVoraussetzungungeradeseinsoll, ist n � 1 geradeund n» 1
2  /c . Ist x � n» 1

2 , sogilt

x2 � n � Á n � 1
2 Â 2 � n � 1

4
� n2 � 2n � 1� � n � 1

4
� n2 � 2n � 1 � 4n�� 1

4
� n2 � 2n � 1� � 1

4
� n � 1� 2 � Á n � 1

2 Â 2 � Quadratzahl

Also bricht dasVerfahrensp̈atestensbei x � n» 1
2 ab.

(c) Wasbedeutetesfür n, wenndasVerfahrenerstfür x � n» 1
2 abbricht?

Nach(b) gilt dann

n �ÄÁ n � 1
2 Â 2 �TÁ n � 1

2 Â 2 �ÃÁ n � 1
2
� n � 1

2 Â 
9Á n � 1
2
� n � 1

2 Â� n � 1 � n � 1
2


 n � 1 � n � 1
2

� 2
2

 2n

2
� 1 
 n

EskannalsokeineTeileraußer1 undn geben,dadiesevorhergefundenwordenwären,ist also
n � 3, soist n einePrimzahl.

(d) Esist ein Teilervon n : � 96133zu berechnen:
Wir habenalsox �Ä7 � 961338 � 310undführendenAlgorithmusdurch:

x x2 � n Quadrat?
310 � 33 �
311 588 �
312 1211 �
313 1836 �
314 2463 �
315 3092 �
316 3723 �
317 4356 662

Also x2 � n � 662. Damit habenwir
n � x2 � 662 � � x � 66� � x � 66� � � 317 � 66� � 317 � 66� � 251 
 383�
Aufgabe41

Sei p  :c einePrimzahl.Zu zeigen:
a

k  Cd 1 ��������� p � 1 e : p ¿ pk À .
Beweis. Wir haben ¿ pk À � p!

k! H p � k I ! �
� ¿ pk À k! � p � k � ! � p! � p 
 � p � 1� !. D.h. p teilt denAus-

druck ¿ pk À 
 k! 
 � p � k � !. Da p prim ist, teilt nach(9.27b)p alsomindenstenseinenderdrei Fak-
toren.Also p ¿ pk À � p k! � p � p � k � !.
Wir nehmanan p k!, dann haben wir wieder nach (9.27b) p 1 
 2 
�
�
 k, und p teilt ein
l  0d 1 �������n� k e . Damit p � l � k � p, wasein Widerspruchist.
Nun nehmenwir an p � p � k � !, dann teilt p nach (9.27b) ein l  ½d 1 ��������� p � k e . Damit
p � l � � p � k � � � p � 1� , wasein Widerspruchist.
Dadie letztenbeidenFälleunmöglich sind,folgt die Behauptungp ¿ pk À .

Aufgabe42

Für die naẗurliche Zahl n haben wir die Darstellung n � � arar � 1 ����� a1a0 � 7 mit ak  d 0 � 1 �������m� 6 e a k bzüglichderBasis7, also
n � ar7

r � ar � 17
r � 1 ��������� a17 � a0 �
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WeiterbezeichneQ7
� n� : � ∑r

k� 0ak die QuersummeundQalt
7
� n� : � ∑r

k � 0
� � 1� kak die alternie-

rendeQuersummevon n.

(a) Zu zeigen:(i) Q7
� n� Ô n � mod 3� ,

(ii) Qalt
7
� n� Ô n � mod 4� .

Beweis. (i) Aus7 Ô 1 � mod 3� folgt nach(9.37c)
a

k  :c : 7k Ô 1 � mod 3� . Nach(9.37b)folgt
dann

a
k  Cd 0 � 1 �������n� r e : ak7k Ô ak

� mod 3� unddamitist

n Ô r

∑
k � 0

ak7
k Ô r

∑
k� 0

ak Ô Q7
� n� � mod 3� �

(ii) Wir wissen7 Ô�� 1 � mod 4� , darausfolgt nach(9.37c)7k Ô � � 1� k � mod 4� für allek  /c 0.
Wie in (i) ist also

a
k  Cd 0 � 1 �������n� r e : ak7k Ô ak

� � 1� k � mod 4� . Damit bekommenwir

n Ô r

∑
k � 0

ak7
k Ô r

∑
k� 0

ak
� � 1� k Ô Qalt

7 ak
� mod 4� �

(b) Aus (a) ist herzuleiten:(i) 3 	 n N/� 3 	 Q7
� n� ,

(ii) 4 	 n N/� 4 	 Qalt
7
� n� .

Beweis. (i) 3 n N/� n Ô 0 � mod 3� H aIN/� Q7
� n� Ô 0 � mod 3� N�� 3 Q7

� n� .
(ii) 4 n N/� n Ô 0 � mod 4� H aIN�� Qalt

7
� n� Ô 0 � mod 4� N/� 4 Qalt

7
� n� .

Übungsblatt 12

Aufgabe43

Zu zeigen: Für jede Primzahl p  �c und alle ganzen Zahlen a � b  21 ist� a � b� p Ô ap � bp � mod p� .
Beweis. NachSatz(9.42)gilt für allex  21 : xp Ô x � mod p� , falls p prim. Nungilt

ap Ô a � mod p�� bp Ô b � mod p�
ap � bp Ô a � b � mod p�

und außerdemist nachSatz(9.42): � a � b� p Ô a � b � mod p� . Da Ô eine Äquivalenzrelation
undinsbes.transitiv ist, gilt ap � bp Ô � a � b� p � mod p� .

Aufgabe44

GesuchtsinddiebeidenletztenZiffernderDezimaldarstellungvon a : � 1234567894921.
Besitzta die Dezimaldarstellunga � anan� 1 ����� a2a1a0 � 10, soist a Ô � a1a0 � 10

� mod 100� . Also
brechnenwir a Ô 89 � mod 100� . Da 89 und100 teilerfremdsind,gilt nachdemSatzvon EU-
LER (9.44):89ϕ H 100I Ô 1 � mod 100� . Wir müssennun ϕ � 100� , alsodie Anzahl derZahlenausd 1 �������n� 100e berechnen,diezu 100teilerfremdsind.
Seialso1 � k � 100undggT� 100� k � � 1. Da 100 � 22 
 52 mußalsogelten2 Ù k und5 Ù k. Also
mußk eineungeradeZahl sein– davon gibt es50 zwischen1 und100. Jedefünftedavon wird
abervon 5 geteilt, so daß40 Zahlenmit dengewünschtenEigenschaften̈ubrigbleiben.Also
ϕ � 100� � 40.
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Folglich gilt 8940 Ô 1 � mod 100� . Wir können den Exponenten 4912 schreiben als
4921 � 123 
 40 � 1. Demnachist

a4921 Ô 894921 Ô 123� 8940 �p q�r sÚ 1


 89 Ô 1123 
 89 Ô 89 � mod 100� �
Aufgabe45

Seiena � 2767198� b � 1716495. Esist derggT� a � b� zu berechnen.

(a) DurchdenEuklidischenAlgorithmus:
2767198� 1 
 1716495� 1050703

1716495� 1 
 1050703� 665792

1050703� 1 
 665792� 384911

665792� 1 
 384911� 104030

384911� 1 
 280881� 104030

280881� 2 
 104030� 72821

104030� 1 
 72821� 31209

72821� 2 
 31209� 10403

31209� 3 
 10403 � 0
Damit ist ggT� a � b� � 10403.

(b) DasSiebdesEratosthenes:
Wir steichenausderListederZahlenvon2 bis400alleechtenVielfachenderZahl2, dannvon
3 � 5 � 7 ������� bis die nächste,nochnicht gestricheneZahl größerals 7 � 4008 � 20 ist. Esbleiben
alle78Primzahlenkleinergleich400übrig:

2, 3, 5, 7, 11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,
103,107,109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191,193,197,
199,211,223,227,229,233,239,241,251,257,263,269,271,277,281,283,293,307,311,
313,317,331,337,347,349,353,359,367,373,379,383,389,397

(c) ggT-BerechnungdurchPrimfaktorzerlegung:
Wir teilena undb sukzessive durchallePrimzahlenkleinerals400:

a � 2767198

a1 � 2767198� 2 � 1383599

a2 � 1383599� 7 � 197657

a3 � 197657� 19 � 10403

a4 � 10403� 101 � 103�
� a � 2 
 7 
 19 
 101 
 103

b � 1716495

b1 � 1716495� 3 � 572165

b2 � 572165� 5 � 114433

b3 � 114433� 11 � 10403

b4 � 10403� 101 � 103��� a � 3 
 5 
 11 
 101 
 103
Die Primfaktoren, die in a und b auftauchen sind 101� 103. Damit ist
ggT� a � b� � 101 
 103 � 10403.

Aufgabe46

(a) Á 1 2
3 4Â � Á 1� 1Â ist nicht definiert,dadie MatrizenunterschiedlicheFormatehaben.

(b) Á < 1; 5 < 3; 5 < 7; 5< 0; 5 < 2; 5 < 6; 5 Â � Á < 3; 5 < 2; 5 < 6; 5< 12; 5 <Û� 3; 5 < 1; 5 Â � Á < 4; 5 < 0; 5 < 3; 5< 2; 5 < 4; 5 < 2; 5 Â
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(c) Á 1 2 3
4 5 6Â 
>ÜÝ 4 5

6 8
7 9Þß �ÅÁ 37 48

88 114Â
(d) ÜÝ 4 5

6 8
7 9Þß 
 Á 1 2 3

4 5 6Â � ÜÝ 24 33 42
38 52 66
43 59 75Þß

(e) Á 1 2
5 6Â 
 ÜÝ 4 5

6 8
7 9Þß ist nicht definiert,dadie Spaltenzahl(2) deserstenFaktorsnicht

mit derZeilenzahldeszweitenFaktors(3) übereinstimmt.

(f) Á < 15; 7 < 14; 7< 35; 7 <Û� 13; 7 Â 
 Á < 9; 7 < 25; 7< 5; 7 < 93; 7 Â � Á < 2; 7 < 4; 7< 5; 7 < 2; 7 Â
Übungsblatt 13

Aufgabe47

Gegebenist die MengeM ��d 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 e .
(a) Gesuchtist die Adjazenzmatrixzu � aufM. A � � ai j �  M6

� ! � mit ai j � L 1 i � j �
0 sonst.

A Váàââââââã
1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

äfååååååæ
(b) Gesuchtist die RelationaufM, die die folgendeAdjazenzmatrixhat:

àââââââã
0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0

ä ååååååæ
Esgilt hier offensichtlich

a
x � y  M : xRy N�� axy � 1 N/� x 6� y, alsoist 6� die gesuchteRe-

lation.

Aufgabe48

EsseiR eineRelationauf derMengeM �&d 1 �������D� n e>� n  �c , mit AR � � ai j �  Mn
� ! � alsAd-

jazenzmatrix.

(a) Zu zeigen:R reflexiv N�� a i  M : aii � 1.

Beweis. R reflexiv N/� a i  M : iRi N/� a i  M : aii � 1.

(b) Zu zeigen:RsymmetrischN�� AR ist symmetrisch.

Beweis. “ ��� ” Sei also R symmetrisch. Dann gilt
a

i � k  M : iRk ��� kRi und damita
i � k  M : aik � 1 ��� aki � 1. Analog gilt

a
i � k  M : i 6Rk ��� k 6Ri und damita

i � k  M : aik � 0 ��� aki � 0.
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“ N ” SeiAR symmetrisch,also
a

i � k  M : aki � aki . Danngilta
i � k  M : aik � 1 ��� aki � 1 N�� iRk �
� kRi �

alsoRsymmetrisch.

(c) Zu zeigen:R transitiv N/� a i � k � l  M : aik 
 akl
� ail .

Beweis. “ ��� ” Sei R transitiv und i � k � l  M beliebig.Sind aik � akl � 0, so ist aik 
 akl � 0.
Seienaik � akl � 1, danngilt iRk � kRl undwegenderTransitivität von R auchiRl unddamit
ail � 1 ��� aik 
 akl � 1 � 1 � ail .
“ N ” EsgelteiRkundkRl für i � k � l  M. Dannist aik � akl � 1 undsomitmußfür ail � 1 gelten.
Also ist iRl undR ist transitiv.

(d) Zu zeigen:Für diezu R inverseRelationR� 1 gilt ARç 1 � tAR.

Beweis. Nach Definition der inversen Relation gilt
a

i � k  M : iR� 1k N�� kRi. Seien
nun ARç 1 � � bik � und tAR � � aki � die darstellendenMatrizen. Für alle i � k  M gilt
bik � 1 N/� iR� 1k N/� kRi N/� aki � 1 � Entsprechendgilt auch bik � 0 N/� aki � 0. Alsoa

i � k  M : bik � aki unddamitARç 1 � tAR.

Aufgabe49

Wir habenA �¦èé 2 ê 1 1ê 3 4 ê 3ê 5 4 ê 3ëì , B �¦èé 1 ê 1 1ê 3 3 ê 3ê 5 5 ê 5ëì  M3
� ! � .

(a) Wir berechnenA 
 B � B 
 A � 0 (dieNullmatrix), A 
 A � A,

E12 
 A �­èé 0 1 0
0 0 0
0 0 0ëì 
 A �­èé ê 3 ê 4 ê 3

0 0 0
0 0 0 ëì und

E32 
 A �­èé 0 0 0
0 0 0
0 1 0ëì 
 A �­èé 0 ê 1 0

0 ê 3 0
0 ê 4 0ëì �

(b) Behauptung:A � B sindnicht invertierbar.

Beweisdurch Widerspruch. Annahme: A ist invertierbar, also existiert ein A� 1 mit
A 
 A� 1 � A� 1 
 A � E3. Danngilt aberauch

A� 1 
 � A 
 B�p q�r s� 0

� � A� 1 
 A�p q�r s� E3


 B � B �
alsoB � 0 — Widerspruch.
DurchanalogeArgumentationerḧalt man,daßB nicht invertierbarist.

(c) Behauptung:
a

n  �c : An � A.

Beweisdurch Induktion. Induktionsanfang: n � 1 A1 � A
Induktionsvoraussetzung: Für ein beliebigesn  �c gilt An � A.
Induktionsbehauptung: An» 1 � A.

Induktionsschritt: An» 1 � A 
 An IV� A 
 A � A.
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Aufgabe50

Sei í : �§îðï a ê b
b a ñ a � b  :! � � M2

� ! � �
(a) Zu zeigen:Die Nullmatrix unddie zweireihigeEinheitsmatrixgeḧorenzu í , í ist abge-
schlossenunterMatrizenadditionund-multiplikation.

Beweis. Wegen 0 � 0 und 0 ��� 0 sowie 1 � 1 und 0 ��� 0 geḧoren die Nullmatrix und die
zweireihigeEinheitsmatrixzu í .

SeienA : �*ï a ê b
b a ñ � B : �+ï c ê d

d c ñ  Zí . Dannist A � B �*ïóò a ô cõ,ê ò b ô d õò b ô d õ ò a ô cõ.ñ  öí .

Außerdemist A 
 B �+ïnò ac ê bdõ¯ê ò ad ô bcõò ad ô bcõ ò ac ê bdõFñ  öí .

(b) Zu zeigen:A �+ï 1 ê 2
2 1 ñ  öí ist invertierbarundA� 1  öí .

Beweis. Gesuchtist B � ï u x
v yñ  Zí mit A 
 B � E2. Also müssenwir die Gleichungssysteme

A ï u
v ñ �*ï 10ñ undA ï x

yñ �*ï 01ñ lösen.Diesliefert unsB �*ï 1
5

2
5ê 2

5
1
5 ñ  öí .

Wannist eineallgemeineMatrix ï a ê b
b a ñ  öí invertierbar?

Im Allgemeinengilt: A invertierbarN/� detA 6� 0 N/� a2 � b2 6� 0,alsowenna 6� 0 oderb 6� 0

gilt. Esgilt dannA� 1 � 1
a2 » b2 
 ï a bê b añ  Zí . (Determinantenmüssenwir nochnicht kennen!)

(c) Zu zeigen:Esgibt Matrix I  Zí mit I2 � E2 � 0.

Beweis. SetzeI : �*ï 0 ê 1
1 0 ñ . Dann ist I  Zí und es gilt I2 �*ï ê 1 0

0 ê 1ñ ��� E2 und damit

I2 � E2 � 0.

Übungsblatt 14

Aufgabe51

SeienA �­èé 1 0 1ê 1 2 1
0 1 2ëì  M3

� ! � undb �¦èé 21
1ëì  �! 3.

(a) Zu zeigen:A ist invertierbar. BerechneaußerdemA� 1.
Wir versuchenzun̈achst,A� 1 zuberechnen:

A E3 b
1 0 1 1 0 0 2

A21 ò 1õ ê 1 2 1 0 1 0 1
0 1 2 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0 2

V23 0 2 2 1 1 0 3
0 1 2 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0 2

A23 ò ê 2õ 0 1 2 0 0 1 1
0 2 2 1 1 0 3

A13 ò 12 õ 1 0 1 1 0 0 2
A23 ò 1õ 0 1 2 0 0 1 1

0 0 ê 2 1 1 ê 2 1
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A E3 b
1 0 0 3

2
1
2 ê 1 5

2
0 1 0 1 1 ê 1 2

D3 ò ê 1
2 õ 0 0 ê 2 1 1 ê 2 1

1 0 0 3
2

1
2 ê 1 5

2
0 1 0 1 1 ê 1 2
0 0 1 ê 1

2 ê 1
2 1 ê 1

2
T ò Aõ A÷ 1 0

WegenT � A� � E3 ist nachSatz(10.27)A invertierbar, A� 1 wurdein derdrittenSpalteberechnet.

(b) GesuchtsindalleLösungenx deslinearenGleichungssystemsA 
 x � b.

Wir wissenLös� A � b� � Lös� T � A� � c� mit c � èé 5
2
2ê 1

2 ëì wie esin Teil (a)berechnetwurde.

T � A� 
 x � c ist genaudannerfüllt wennx � c � èé 5
2
2ê 1

2 ëì , dennT � A� ist ja geradedie Einheits-

matrix.Diesliefert unsLös� A � b� � Lös� T � A� � c� ��d`èé 5
2
2ê 1

2 ëì e .
(c) Kanneseinc  �! 3 geben,sodaßA 
 x � c nicht lösbarist?
Nein.Seic  :! 3 beliebig.Dannist A� 1 
 c eineLösungdesLGSs,denn

A 
 � A� 1c� � � A 
 A� 1 � c � E3 
 c � c �
(d) Stelledie Matrix A alsein Produktvon Elementarmatrizendar.
Wie wir in (a)gesehenhaben,gilt

D3 Á � 1
2 Â 
 A23

� 1� 
 A13 Á 1
2 Â 
 A32

� � 2� 
 V23 
 A21
� 1�p q�r s� :G


A � G 
 A � T � A� � E3

unddamit
A � G� 1 
 T � A� � G� 1 
 E3 � G� 1� Á D3 Á � 1

2 Â 
 A23
� 1� 
 A13 Á 1

2 Â 
 A32
� � 2� 
 V23 
 A21

� 1� Â � 1

� A21
� 1� � 1 
 V � 1

23 
 A32
� � 2� � 1 
 A13 Á 1

2 Â � 1 
 A23
� 1� � 1 
 D3 Á � 1

2 Â � 1

� A21
� � 1� 
 V23 
 A32

� 2� 
 A13 Á�� 1
2 Â 
 A23

� � 1� 
 D3
� � 2�

Aufgabe52

SeienA : � èøøé 1 0 1 1 ê 1
2 1 ê 1 1 0
3 1 0 2 ê 1
1 1 0 0 0

ëúùùì  M4 Ç 5 � ! � undb � èøøé 202
0
ëúùùì � b� � èøøé 1020ëúùùì  �! 4.

GesuchtsinddieLösungsmengenvon A 
 x � b undA 
 x � b� .
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Wir benutzendenGauss-Algorithmus:

A b bû
1 0 1 1 ê 1 2 1
2 1 ê 1 1 0 0 0
3 1 0 2 ê 1 2 2
1 1 0 0 0 0 0ü

ElementareZeilenumformungen
ü

1 0 0 1 ê 1
2 1 0

0 1 0 ê 1 1
2 ê 1 0

0 0 1 0 ê 1
2 1 0

0 0 0 0 0 0 1
T ò Aõ c cû

Nun lösenwir dasLGS T � A� 
 x � c:
x1 � x4 � 1

2x5 � 1
x2 � x4 � 1

2x5 � � 1
x3 � 1

2x5 � 1
setzex4 � r  �! undx5 � 5  /! beliebig.

undwir erhalten:

x3 � 1 � 1
2

s

x2 ��� 1 � r � 1
2

s

x1 � 1 � r � 1
2

s

unddamit

Lös� A � b� �
ýþþþþþþÿ þþþþþþ� èøøøøøøøøé

1 ê r ô 1
2

sê 1 ô r ê 1
2

s

1 ô 1
2

s

r
s

ëúùùùùùùùùì
¼¼¼¼¼¼¼¼¼¼¼¼
r � s  :!

��þþþþþþ�þþþþþþ� �
DasLGST � A� 
 x � c� ist nicht lösbar, dasonst0 � 1 folgenwürde.Also ist Lös� A � b� � � /0.

Aufgabe53

Zu lösenist dasLGS èé 1 0 2
0 1 3
1 1 0ëì 
 x �­èé 342ëì über 1 5. Hierbeistehendie Zahlenfür die entspre-

chendenRestklassenmodulo5.
Modulo5 gelteninsbesondere2 
 3 � 4 
 4 � 1, also2� 1 � 3 � 3� 1 � 2 � 4� 1 � 4. Nunführenwir
denGauss-Algorithmuswie gewohntdurch:

A b
1 0 2 3
0 1 3 4
1 1 0 2
1 0 2 3
0 1 3 4
0 1 3 4
1 0 2 3
0 1 3 4
0 0 0 0
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Wir setzenx3 � r  C1 5 beliebigunderhalten

x3 � r

x2 � 4 � 2r

x1 � 3 � 3r

unddamit

Lös� A � b� � L èé 3 ô 3r
4 ô 2r

r ëì ¼¼¼¼¼ r  21 5 ��&d`èé 3
4
0ëì ��èé 111ëì ��èé 432ëì ��èé 203ëì ��èé 024ëì e

Esgibt alsogenau5 Lösungen.

Aufgabe54

ModerneKommunikationsgeräte(wie z.B.Handies,Satelliten,CD-Player)arbeitendigital,d.h.,
alle Datenwerdenals Folge von 0 und 1 (sog.Bitströmen)dargestellt.Ein Problemist dabei
dasErkennenvon Übertragungsfehlern,d.h. stattdesgesendetenBits a kommt dasBit 1 � a
an.SolcheProblemewerdenin derCodierungstheoriebehandelt.DazunutztmanlineareGlei-
chungssystemeundMatrizen.

1. Die einfachsteArt, einenFehlerzu erkennen,ist, ein Bit a dreimalzu schicken,alsoaaa
statta. Drei Bits x1x2x3 werdendannvom Empf̈angerals Einheit gelesen.DasWort ist
richtig empfangenworden,wenngilt

x2 � x3 undx1 � x3 �(4)

SchreibenSiedieseGleichungenin eineMatrixschreibweisevom Typ

H 
>ÜÝ x1

x2

x3 Þß �ÃÁ 0
0 Â

um, wobei alle Einträgemodulo2 gerechnetwerden,da sie Bits darstellen!Bestimmen
Sie die Mengealler LösungendesGleichungssystems(4) in � 2. Die Elementedieser
Lösungsmengesind3-Bit-Wortex1x2x3 undwerdenWortedesCodesgenannt.

Lösung:Durch Umformenerhält man
0 
 x0 � 1 
 x2 � � � 1� 
 x3 � 0
1 
 x0 � 0 
 x2 � � � 1� 
 x3 � 0

, unddamitH � Á 0 1 1
1 0 1 Â �

Dabeizubeachten: � 1 Ô 1 mod2. DieseMatrix ist bereitsin Treppenform,wennmandie
beidenZeilentauscht. AlsLösungenergebensich t � 0 � 0 � 0� (beiWahl x3 � 0) undt � 1 � 1 � 1�
(beiWahl x3 � 1). Der Codeumfasstalsodie Worte t � 0 � 0 � 0� undt � 1 � 1 � 1� .

2. KommtnuneinWort an,dasskeinWort desCodesist,sowird eskorrigiert.Dasgeschieht
wie folgt: zwei Bits sind gleich, ein Bit ist davon verschieden.Das ursprüngliche Bit
ist danngleich dem Wert, der zweimal vorkommt. Bsp: empfangen101, dannist das
urspr̈unglichgesendeteBit 1. Wie lautetalsoderurspr̈unglichgesendeteBitstrom,wenn
manfolgende3-Bit-Folgeempf̈angt?

101 111 001 010 110 001 100
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Lösung:Fehlersindaufgetretenin allen 3-Tupelnaußerdemzweiten:
empfangen: 101 111 001 010 110 001 100
korrigiert : 111 111 000 000 111 000 000
Bitstrom : 1 1 0 0 1 0 0 �

3. DasProblemist: statturspr̈unglichein Bit werdennun3 Bit gesendet,d.h.,dieNachricht
wird umdenFaktor3 aufgebl̈aht.Mit sogenanntenHamming-Codeskannmaneinenklei-
nerenFaktorerreichen.Man sendetimmer4 Bits x1 � x2 � x3 � x4 und fügt drei Kontrollbits
y1 � y2 � y3 hinzu.Ein Codewort ist dannein7-Bit-Wort x1x2x3x4y1y2y3, dasfolgendesGlei-
chungssystemerfüllt:

ÜÝ 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 Þß 


Ü��������Ý
x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

Þ���������ß
��ÜÝ 0

0
0 Þß �(5)

In deri-tenSpaltederMatrix stehtalsogeradedieZahl i in binärerSchreibweise(t � 0 � 0 � 1�
stehtalso für binär � 001� , d.h. 1)! CodierenSie alle 4-Bit-Worte x1x2x3x4 mit diesem
Code,indemSie y1 � y2 � y3 bestimmen,so dasst � x1 � x2 � x3 � x4 � y1 � y2 � y3 � eineLösungvon
(5) ist.

Lösung:Durch die Matrixschreibweiseist folgendesGleichungssystemgegeben
0 
 x1 � 0 
 x2 � 0 
 x3 � 1 
 x4 � 1 
 y1 � 1 
 y2 � 1 
 y3 � 0
0 
 x1 � 1 
 x2 � 1 
 x3 � 0 
 x4 � 0 
 y1 � 1 
 y2 � 1 
 y3 � 0
1 
 x1 � 0 
 x2 � 1 
 x3 � 0 
 x4 � 1 
 y1 � 0 
 y2 � 1 
 y3 � 0

�
dassmannach y1 � y2 � y3 umformt:

y1 � x2 � x3 � x4

y2 � x1 � x3 � x4

y3 � x1 � x2 � x4

�
Dannergebensich folgendeCodeworte:

x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3

0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 1 1 0 0

x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3

1 0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1

4. ZeigenSie: Addiert manzwei Codeworte a � b  E1 7
2, so ist dasWort c � a � b auchein

Codewort, d.h.eineLösungvon (5).

Lösung:Seiena � b  :1 7
2 zweiLösungsvektorendesGleichungssystems.Wir schreibenfür

die Matrix einfach H  M3 Ç 7 � � 2� . Danngilt: H 
 a � 0 undH 
 b � 0, also
H 
 � a � b� � H 
 a � H 
 b � 0 � 0 � 0 �

d.h.auch a � b ist wiedereineLösung.(Vgl. Satz(10.37)).
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5. Man kann die fehlerhafteÜbertragungdes i-ten Bits (1 � i � 7) beim Codewort a �
t � x1 � x2 � x3 � x4 � y1 � y2 � y3 � wie folgt in Formelndarstellen:manaddiertdenEinheitsvektor
ei  �1 7

2 (in Zeile i stehteine1, sonst0) zu a. ZeigenSie: Multipliziert mandie Matrix
aus(5) von rechtsmit a � ei , so ist die Lösunggeradeder Vektor, der transponiertdie
Binärdarstellungvon i ist.

Lösung:Seiei � t � 0 �������n� 0 � 1 � 0 �������n� 0� derEinheitsvektor, derin deri-tenZeile(1 � i � 7)
eine1 entḧalt. Danngilt für einenLösungsvektora  21 7

2 gerade:
H 
 � a � ei � � H 
 a � H 
 ei � 0 � H 
 ei � Hi �

wobeiHi die i-te SpaltevonH bezeichnet.Die Matrix H ist abersokonstruiert,dassin
der i-tenSpaltegeradedie Zahl i binär codiertsteht.

6. Man erḧalt alsodie urspr̈unglichenBits zurück, indemmanjeden7-stelligenempfange-
nenBit-Vektor von rechtsan die Matrix aus(5) multipliziert. Ist dasErgebnist � 0 � 0 � 0� ,
soist dasempfangeneWort korrekt,undmannimmt die erstenvier Bit alsurspr̈ungliche
Nachricht.Andernfalls erḧalt manals ErgebnisdenIndex desfalschübertragenenBits.
DiesesBit korrigiert man:aus0 mache1 bzw. aus1 wird 0. Dannnimmt mandie ersten
vier Bit alsurspr̈unglicheNachricht.Wie lautetalsodieurspr̈unglichgesendeteFolgevon
4 Bits, wennmanfolgende7-Bit-Folgeempf̈angt?

t � 0 � 1 � 1 � 0 � 0 � 1 � 1� t � 0 � 1 � 1 � 0 � 1 � 0 � 1�
Lösung:Die DecodierungdeserstenVektors ergibt:

ÜÝ 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 Þß 


Ü��������Ý
0
1
1
0
0
1
1

Þ���������ß
� ÜÝ 0

0
0 Þß �

d.h. der Vektor wurde fehlerfrei übertragen, die ursprünglichen vier Bits lauten: 0110.
Für denzweitenVektorhabenwir aber:

ÜÝ 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 Þß 


Ü��������Ý
0
1
1
0
1
0
1

Þ���������ß
�®ÜÝ 0

1
1 Þß �

d.h.dasdritte Bit ist fehlerhaft.Korrigiert lautetderVektor � 0 � 1 � 0 � 0 � 1 � 0 � 1� , alsowurde
ursprünglich 0100gesendet.

7. Um welchenFaktorwird die urspr̈unglicheNachrichtbei diesemHamming-Codeaufge-
bläht?

Lösung: Statt4 Bit werden7 Bit gesendet,also wird die Nachricht um denFaktor 7
4 �

1 � 75 � 2 aufgebl̈aht.
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