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89: Die Dimension eines Vektorraumes

(9.1) DEF: Sei V ein Vektorraum . Eine Teilmenge B = {v1,v2,...,0,} C V heiBt eine Basis
von V', wenn B ein linear unabhangiges EZS von V ist.

(9.2) SATZ: Sei V ein Vektorraum. Fiir eine Teilmenge B = {v1,v2,...,v,} C V sind fol-
gende Aussagen aquivalent:

a) B ist eine Basis von V

b) Jeder Vektor aus V' 13Bt sich in eindeutiger Weise als LK der Vektoren vy, v, ..., v, darstellen.

(9.3) BEISPIELE: a) Die Menge der drei Einheitsvektoren ist eine Basis von IR3. Eine andere

1 1 1
Basis von IR3 ist die Menge o, 1 1],1 . Auch jede andere Basis von IR3, die man
0 0 1

findet, hat immer genau 3 Elemente.

b) Sei B = {ej,ea,...,e,} die Menge der Einheitsvektoren in IR™. Dann ist B nach (7.5) eine
Basis von IR™, die sog. kanonische Basis von R™.

C) Die Menge {E]_l,E]_z, E21,E22} g Mz(IR,) ist ein EZS von Mz(IR,) (813d) und nach (818b)
linear unabhangig und damit eine Basis von My (R) .
d) In dem Vektorraum V> der Vektoren in der Ebene seien €7, € zwei aufeinander senkrecht stehende

Vektoren der Lange 1. Die Menge {€1, €2} ist dann ein linear unabhangiges EZS von V5, also eine
Basis von V5 .

e) In dem Vektorraum V3 der Vektoren des Raumes seien €7, €5, €3 drei paarweise aufeinander senk-
recht stehende Vektoren der Lange 1. Die Menge {€7, €2, €3} ist dann ein linear unabhingiges EZS
von V3, also eine Basis von V3.

(9.4) SATZ: Sei U C IR™ ein Untervektorraum mit einer Basis B = {v1,v2,...,Vn}. Dann
ist jede Teilmenge von U mit mehr als m Elementen linear abhangig.

(9.5) FOLG: Ist U C IR™ ein Untervektorraum mit einer Basis B = {v1,V2,...,V;n} aus m
Elementen, so hat auch jede andere Basis von U genau m Elemente.

(9.6) FOLG: a) Jede Basis von R™ hat genau n Elemente.

b) Jede Teilmenge von IR™ mit mehr als n Elementen ist linear abhangig.

(9.7) SATZ: V sei ein Vektorraum und T' = {vq, va,...,V,} sei eine linear unabhangige Teil-
menge von V. Dann gilt fiir einen Vektor v € V'

T U {v} linear unabhingig <= v & Lr(T).
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(9.8) SATZ: Sei 0# U C IR™ ein Untervektorraum . Dann gilt:
a) U besitzt eine Basis.

b) Jede Basis von U hat hochstens n Elemente.

Bisher haben wir Vektorraume betrachtet, die Untervektorraume von IR™ waren. Jetzt wollen wir
allgemeine Vektorraume untersuchen.

(9.9) SATZ: Sei V # 0 ein Vektorraum mit einem EZS T = {vq,v2,..., vy} . Dann enthilt
T eine Teilmenge B, die eine Basis von V ist.

(9.10) SATZ: Sei V ein Vektorraum mit einer Basis B = {v;,v2,...,vn} aus m Vektoren.
Dann ist jede Teilmenge von V' mit mehr als m Vektoren linear abhangig.

Bew: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von (9.4).

Es geniigt zu zeigen, daB jede Teilmenge T' = {wq, Wa, ...y Wy Winy1} C V' aus m+1 Vektoren
linear abhangig ist.

Wir miissen zeigen, daB es reelle Koeffizienten 74, 72, ..., Tm41 gibt, die nicht alle 0 sind, so daB gilt:

(%) riwy + rowa + ..o+ T 1 Wit = Oy

Da B eine Basis von V ist, 138t sich jeder der Vektoren aus T als LK der Basisvektoren vy, v2y ...y U,
darstellen, d.h.

W = S1xV1 + SokU2 + oo o + Sk (S €R, 1=1,2,...,m, k=1,2,...,m+1).

Diese Darstellungen setzen wir in (%) ein und ordnen die Summanden so um, daB eine LK von
V1, V2, . -« y Un, entsteht. Aus schreibtechnischen Griinden fiihren wir die Rechnung fiir m = 3 durch,
der allgemeine Fall geht dann ganz analog. (%) wird dabei zu

(%%)  PTrwy + Tawse + T3ws + T4W4 = Oy
Wir stellen nun wy, (k = 1,2, 3,4) als LK von vy, vs, v3 dar:
w1 = S11V1 + S21V2 + S31V3

Wz = S12V1 + S22V2 + S32U3
w3 = S13V1 + S23V2 + S33U3
Wy = S14V1 + S24V2 + S34V3
Eingesetzt in (x%) und nach den Vektoren vy, va, v3 sortiert ergibt dies:
Oy = T1Wi1 + T2W2 + T3W3 + T4Wy
=  71(811v1 + 82102 + S31V3) + T2(S12V1 + S22V2 + S3203) +
r3(S13v1 + S23V2 + S33v3) + T4(S1401 + S24V2 + S34U3)
= (r1811 + 72812 + 73513 + T4814)V1 + (T1S21 + 72522 + 13523 + T4S24)V2+

(71831 + 72832 + 73833 + T4S34) U3
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Wir erhalten also eine LK der linear unabhangigen Vektoren vy, vo, v3, die gleich oy ist, so daB alle
Koeffizienten 0 sein miissen, d.h.

T1811 + 72812 + 73813 + 74814 = O
T1821 + T2S22 + T3S23 +T4S24 = O
T1831 + T2832 + 73833 +T4S34 = O

Dies ist ein homogenes LGS aus 3 Gleichungen fiir die 4 Unbekannten ry, 73, r3, 74, das nach (3.14)
eine nichttriviale Losung (tx) € R* besitzt, da die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl der
Unbekannten ist. Bilden wir mit diesen Koeffizienten t1,t2, t3,t4, die nicht alle 0 sind, die LK

tiwy + tows + tswsz + tawy,
und fiihren hierfiir die obigen Rechnungen durch, so erhalten wir

tiwy + towy 4 taws + tywy = (t1511 + 2812 + t3s1s + t4514) V1
+ (t1821 + t2822 + L3823 + t4S24) V2
+ (1831 + t2832 + t3S33 + t4S34)v3
=  Ov; + Ovy + Ovs

= v

Wir erhalten also eine LK von wy, ws, w3, wy, die den Nullvektor ergibt, bei der nicht alle Koeffizienten
0 sind. Folglich ist T" nach (8.17a) linear abhangig.

(9.11) FOLG: Ist V ein Vektorraum mit einer Basis B = {v1,va, ..., Umn} aus m Vektoren, so
enthalt auch jede andere Basis von V' genau m Vektoren.

Bew: Sei C = {w;,ws,...,w} eine zweite Basis von V. Wir miissen k = m zeigen.

Annahme: k > m . Dann ist C nach (9.10) linear abhéngig im Widerspruch dazu, daB C als Basis
linear unabhangig ist. Folglich &k < m.

Annahme: k < m. Da C eine Basis von V ist, ist nach (9.10) jede Teilmenge mit mehr als k
Elementen linear abhangig, so daB dann auch die Basis B linear abhangig sein miiBte. Widerspruch !

Aus k < m und k > m folgt die Behauptung k = m .
Diese Folgerung macht die folgende Definition sinnvoll:
(9.12) DEF: Sei V' # 0 ein Vektorraum mit einer Basis B = {v1, va, ..., Uy} aus m Vektoren.
Dann heiBt m die Dimension von V', in Zeichen
m =: dimg (V).

Man bezeichnet dann V auch als einen m—dimensionalen Vektorraum.

Dem Nullvektorraum (das ist ein Vektorraum , der nur aus dem Nullvektor besteht) wird die Dimension
0 zugewiesen.
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(9.13) BEM: dimg (V') = m bedeutet, daB der Vektorraum V' eine Basis aus m Vektoren besitzt
und folglich jede andere Basis von V' ebenfalls aus genau m Vektoren besteht.

(9.14) BEISPIELE : |4 dimg (V') | Begriindung
Va 2 (9.3d)
Vs 3 (9.3€)
R3 3 (9.3a)
R"™ n (9.3b)
Ma(IR) 4 (9.3¢)
Mas(R) | 2-3 =6
M, (IR) m-n
M, (R) n?

Wir wollen jetzt ein altbekanntes Ergebnis liber die Losungsmenge eines homogenen LGS's in seine
endgiiltige Form bringen:

(9.15) SATZ: Sei A € M,,,.,(IR) eine Matrix von Rang 7. Dann gelten fiir die Lésungsmenge
ILy = L6s(A, 0,,) € IR™ des homogenen LGS's Ax = o,, die folgenden Aussagen:

a) ILg ist ein Untervektorraum von R™

b) dimg(ILo) = n — 7 (= Anzahl der Unbekannten — Rang der Koeffizientenmatrix) .

Bew: a) Gilt nach (8.6a)

b) Nehmen wir erforderlichenfalls Umformungen mit der Treppenform von A vor (Vertauschungen von
Spalten, Einfiigen und/oder Streichen von Nullzeilen), so gibt es nach (7.18) ein EZS
T = {U=p11;Upy2y...,up} von ILy aus m — r Elementen. Dabei sind

* * *

* * *

—1 0 0

Uprp1 = 0 s Upy2 = _1 3 cee y Un = 0
0 0 ;

: : 0

0 0 —1

n—Tupel, bei denen die ersten » Komponenten jeweils irgendwelche reelle Zahlen sind. Wir wollen
zeigen, daB T auch linear unabhangig ist: Gelte

Sp1Upyy + Spp2Upiz + oo + Sply = Op

mit reellen Koeffizienten s;. Rechnen wir die linksstehende LK aus, so erhalten wir
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* 0

* 0
—Sr41 = 0 ’

—Sr42 0

—Sn 0

woraus sich —s; = 0, also s; = 0 firallej =74 1,r 4 2,...,n ergibt. Daher ist T' nach
(8.17b) linear unabhangig. Insgesamt ist also T' eine Basis von ILy . Da T genau n — 7 Elemente
enthélt, folgt die Behauptung dimpg (ILo) = n — 7.



