Chr.Nelius : Lineare Algebra (SS 2008)

Hallo!

Einmal ganz ehrlich:  Haben Sie wirk-
lich versucht, diese Aufgaben selbstandig zu
bearbeiten?

Wenn ja, konnen Sie sich die Musterlosungen
auf den nachsten Seiten ansehen, wenn nicht,
sollten Sie sich zuerst selbstandig mit den Auf-
gaben auseinandersetzen!
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15. Ubungsblatt

LINEARE ALGEBRA (SS 2008)

Musterlosung

49. Aufgabe: Es ist zu beweisen, dafli C' 1) linear unabhéngig und 2) ein EZS von V ist.

1) Z.z: Fur alle rq,7r2,...,7p, € R mit 71(8101) + r2(8202) + ... + P (Sm¥m) = Ov
folgt 1y =ro=... =7, =0.

Mit SM3) ergibt sich (7181)v; + (7282)v2 + . .« + (T1mSm)Vm = 0y . Da B nach Voraus-
setzung linear unabhangig ist, miissen alle Koeffizienten 0 sein, d.h.

ris; =0 furallez =1,2,...,m.
Hieraus folgt aber 7; = 0 firalles =1,2,...,m,da s; #0 firalles =1,2,...,m
nach Voraussetzung.
2) Z.z: Jeder Vektor v € V 1aBt sich als LK der Vektoren aus C darstellen.

Da B ein EZS von V ist, lafit sich v als LK der Vektoren aus B darstellen, d.h. es gibt Skalare
T1sT2y ey Try € IR mit
V = TV + 7202+ .o + T U -

Auf Grund der Rechenregeln fiir die skalare Multiplikation und der Voraussetzung s; # 0 gilt
riv; = ri(l-v;) = r,-(sz._ls,-'ui) = (r,-sz._l)(s,-v,-) furallez =1,2,...,m.

Folglich ist

VvV = TV +Tov2+.. . T, = ('rlsl_l) (s1v1)+ (r2s2_1) (s2v2)+...+ (rms;l) (8mvm)

eine LK der Vektoren aus C'.

50. Aufgabe: a) Sei T ein EZS von V' aus m = dimg (V') Elementen.
Annahme: T ist linear abhéngig.

Dann existiert ein Vektor v € T mit Lr(T \{v}) = Lr(T) =V ,dh. T :=T\ {v} ist
auch ein EZS von V. Folglich enthélt T” nach (9.9) eine Basis B von V. Da T” genau m — 1
Elemente besitzt, kann auch B nur hochstens m — 1 Elemente enthalten im Widerspruch zu
(9.13) .

b) Sei S eine linear unabhéngige Teilmenge von V aus m = dimpg (V') Elementen.

Annahme: S ist kein EZS von V.

Dann gibt es einen Vektor v € V. der sich nicht als LK der Vektoren aus S darstellen 143t ,
dh. v € V\ Lgr(S). Da S linear unabhéngig ist, ist die Teilmenge S U {v} nach (9.7)
linear unabhangig. Diese Teilmenge enthalt aber genau m + 1 Elemente und miiite daher nach
(9.10) linear abhéngig sein, Widerspruch !
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51. Aufgabe: Beweisstruktur

a) < b)) <= f)
Y T
c) = d) < e)

a) = c)
Nach (3.17) ist jedes b € IR™ eine LK der Spalten von A, d.h. S ist ein EZS von R™.

c) = d)
S ist ein n—elementiges EZS des n—dimensionalen Vektorraumes IR™. Nach Aufgabe 50a) ist
dann S eine Basis von R™.

d) = b)
Da S insbesondere ein EZS von IR™ ist, ist jedes b € IR™ eine LK der Spalten von A, so dafl
das LGS Ax = b nach (3.17) fiir jedes b € R™ 16sbar ist.
Das homogene LGS Ax = o,, besitzt nur die triviale Losung, da die Spalten von A linear
unabhéangig sind. Ist nun b € IR™ beliebig und sind ¢, ¢’ € IR™ Losungen von Ax = b, so ist
¢ — ¢ eine Losung von Ax = o,,. Folglich ¢ — ¢’ = o,,, woraus sich ¢ = ¢’ ergibt. Damit ist
Ax = b fiir jedes b € R™ eindeutig losbar.

b) = a) Klar!

b) <= f) Gilt nach (10.15)

d) = e) Klar!

e) — d)

Eine n—elementige linear unabhéngige Teilmenge von IR™ ist nach Aufgabe 50b) eine Basis von
R™, da dimg(IR") = n.

52. Aufgabe: Seien sy, Ss,..., s, die Spaltenvektoren der Matrix B. Aus der Vorausset-
zung A - B = E,, folgt

A-s;=e¢; firallet=1,2,...,n,
1
wobei e; der +—te Einheitsvektor aus IR™ ist. Sei b = : € IR™ beliebig. Dann folgt
Tn
b = re+...4+rne,

r1(As1) + ... 10(Asy)
A(rlsl) + .00+ A('f'nsn)
A(rlsl + ..+ TnSn)
= A-.c.
Alsoist ¢ =7r181+ ...+ 71,5, € R™ eine Losung des LGS’s Ax = b. Folglich ist das LGS

Ax = b fiir jedes b € IR™ losbar, so dafl die Matrix A nach Aufgabe 51 invertierbar ist. A
besitzt also eine inverse Matrix A~!.
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A'. | AB=E, =— B=A".
Daraus folgt die Behauptung

53. Aufgabe: a) f(w) = (1 2).

3 4
b) Z.z. 1) fistlinear und 2) f ist bijektiv.
1 T
1) LA;) Seienwv = | : ,vV=| 1+ | €R* Zz f(v+v) = f(v)+ fv').
T4 T
’r1+r1 _|_ / _|_ / / /
N — . _ T1 r, T2 r, _ T T2 r, T, _ ’
o= ) () = (e )e(0 ) = s s
4
LA;) Seienr € Rund v € R*. Z.z. f(rv) = rf(v)
T1 rry
. . : - : _ rry Tro _ 1T T2 _
o = g\ =g () =07 = riw)
4 4

2) Offensichtlich sind die beiden Bedingungen aus (E.07) erfiillt, so daf f bijektiv ist.

o 1= {fen.sen st = {(5 0 )-(00)-(50)(01)]
= {E11, E12, Es;, Exy}.

Von der rechts stehenden Menge wissen wir, dafl sie eine Basis von Ma(IR) ist. Dies folgt aber
auch mit (10.7), da f ein Isomorphismus ist und {eq,es, e3,e4} eine Basis (ndmlich die
kanonische) von IR* ist.

54. Aufgabe: a) Die Vektorraum-Eigenschaften aus (8.1) lassen sich einfach nachpriifen.
So gilt z.B. SM3), weil die Multiplikation auf IR assoziativ ist.

B = {1} ist eine Basis des Vektorraumes R. B ist linear unabhéngig, da 1 # 0, und wegen
r = r -1 fir jedes r € R ist B auch ein EZS von IR.. Insgesamt ist also B eine Basis von IR,
und es folgt

dimgr(R) = |B| = 1.

Es sei angemerkt, daf} jede einelementige Teilmenge {s} C IR mit s 7# 0 eine Basis von R
ist.

b) LA;) Seien A = (a;x) und B = (b;,) zwei beliebige (3 X 3)-Matrizen. Z.z.
sp(A+ B) = sp(A) + sp(B).

Esist A + B = (aik + bzk:) s also
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sp(A+ B) = (a1 + b11) + (azz + baz) + (ass + bss)
= (ai1 + a2 + asz) + (b11 + b2z + bs3)
= sp(A) + sp(B) .
LA,) Zuz. sp(rA) = rsp(A) firaller € Rund A € M3(R).
Esist A = (ra;), also
sp(rA) = (rau1) + (razz) + (rasz) = r(ai1 + a2 +as3) = rsp(A).

Damit ist sp eine lineare Abbildung. sp ist kein Isomorphismus, da sp nicht bijektiv ist. Es
gilt namlich

sp(E11) = 14+40+0 =1 = 04+1+40 = sp(E22) mit Eyq # Ea,

so daB die Bedingung i) aus (E.07) nicht erfiillt ist.

c) Nachweis der Untervektorraum-Eigenschaften aus (8.5) fiir U :
U;) Der Nullvektor in M3(IR) ist die (3 X 3)-Nullmatrix Os .
Wegen sp(O3) = 04040 = 0 gilt O3 €U.

U,) Seien A,BE€U.Zz A+BeU.

A BeU = sp(A)=0, sp(B)=0 —

sp(A + B) v sp(A) +sp(B) = 040 = 0, dh. A+ BeU.

U;s) Seienr € Rund AeU.Zz rAeU.

AeU = sp(A)=0 — sp(rA) v rsp(A) = r-0 = 0 dh rAcU.
d) Um die Dimension von U zu bestimmen, miissen wir zunéichst eine Basis von U finden.
U ist ein UVR des 9-dimensionalen Vektorraumes M3(IR). Da bei einer Matrix A aus U die
Summe der 3 Hauptdiagonalelemente 0 ist, 148t sich ein Haupdiagonalelement aus den beiden
anderen Hauptdiagonalelementen bestimmen, d.h. es sind 2 Haupdiagonalelemente von A “frei
wahlbar” . Die iibrigen 6 Elemente von A sind auch “frei wahlbar” ;| so dafl insgesamt 8 Elem-
nete von A € U “frei wahlbar” sind. Dies ist ein Indiz dafiir, dafl U die Dimension 8 hat. Bei
der Suche nach einer Basis von U ist darauf zu achten, dafl die Basiselemente auch wirklich in
U liegen!

Die 6 Matrizen E;, € M3(IR) mit i # k liegen alle in U, da ihre Hauptdiagonalelemente
alle 0 sind. Die LK’en dieser Matrizen ergeben alle (3 X 3)—Matrizen, bei denen alle Haupt-
diagonalelemente 0 sind. Jetzt miissen wir uns noch um die Elemente auf der Hauptdiagonale
kiitmmern. Fiir eine Matrix A = (ax) € U gilt 0 = sp(A) = ai1 + a2 + ass, d.h.

agzz = — Qi1 — Q22.

Wir stellen nun A dar in der Form

a;; Qaiz2 Qa3 0 a2 a3 a;; O 0
A = as1 Q22 Q23 = azr 0 a3 + 0 a2 O
as; a3z ass az; azz 0 0 O ass
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C ist eine LK der Ey, (¢ # k)
C = a12F12 + a13F13 + a21FE21 + az3F23 4 az1 F3 + asaFEsa,

wahrend wir fur D schreiben konnen:

a1 0 0 a1 0 0 0 0 0
Q = 0 a9 0 = 0 0 0 + 0 a9 0
0 0 —Qa11 — Q22 0 0 —ai11 0 0 — Q92
1 0 O 00 O
= aiqg ° 0 o0 0 + a9y * 01 0 = ailj - E’ + a9y * E".
0 0 -1 0 0 -1
=EI =EII

Wegen sp(E’) = 1+0—1 = 0 und sp(E”) = 0+1—1 = 0 gilt E',E”" € U.
Damit ist
B = { E12a E13a Ezla E23a E31, E32, E,, E” }

eine Teilmenge von U , von der wir gerade gezeigt haben, dafl es sich dabei um ein EZS von U
handelt; denn fir A = (au) € U gilt

A = C+D = (ai2E12+a13E13+a21 Ea1+a23Eaz+aszi Esi+asaEsz)+(a11-E'+aqn-E") € Lr(B).

Wir wollen nun zeigen, dafl B auch linear unabhangig ist. Seien dazu 719,713, 721, 235 T'315 T'32,
r’, " beliebige reelle Skalare mit der Eigenschaft

r12E12 + 113FE13 + 121FE21 + 123 FE23 + 131 E31 + 132F50 + 'E' + r"E" = O3.

Rechnet man die linke Seite aus, so erhalt man

’f', T12 T13 0 00
T21 r’ T23 = 0 0O )
0 0O

rs1 rz2 —r’' —r”

so daf3 alle Skalare Null sein miissen. Damit ist B linear unabhangig. Insgesamt ist also B eine
Basis von U , und es folgt
dimgr(U) = |B| = 8.

e) Die Abbildung sp : M,(IR) — IR ordne jeder Matrix A € M, (IR) die Summe der
Hauptdiagonalelemente von A zu. Dann ist sp eine lineare Abbildung, die im Falle n > 2
kein Isomorphismus ist. Man mache sich klar, dafl sp fiir n = 1 wirklich ein Isomorphismus
ist! Die Menge

W:= {A|AeM,(R), sp(A) =0}

ist ein Untervektorraum von M, (IR). Entsprechend zum Fall n = 3 kann man zeigen

dil’l’l]R(W) = n2 —1.
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55. Aufgabe: Wir fassen die 2-Tupel aus IR? als Koordinaten der Punkte der anschaulichen
Ebene bzgl. eines fest gewahlten rechtwinkligen Koordinatensystems auf.

a) faler) = A-e; = g(i —1)(3) _ (ﬁ)

fales) = A-es = i(i —”.(g) _ ( )

Jo(75) = (&)

Der Punkt fa(e;) hat gleiche Koordinaten, liegt also auf der Geraden y = x (das ist die
Winkelhalbierende des 1. Quadranten) , die einen Winkel von 45° mit der &—Achse einschliefit.
Sein Abstand zum Nullpunkt betrégt (nach Pythagoras!)

v2\ (v2)® 2 2
EEENCN

Der Punkt fa(ez) liegt auf der Geraden y = —x und schlieBt daher einen Winkel von 45°
mit der y—Achse ein. Sein Abstand zum Nullpunkt betragt 1.

|
MRS

[SelS

fA(zel + 82) *:) 2fA(61) + fA(ez) = 2 (

SNEN

%) gilt, da fa eine lineare Abbildung ist.

Der Punkt 2e; +ey = i hat den Abstand v/5 vom Nullpunkt. Die Gerade g durch den

Nullpunkt und 2e; + ez schlieit einen Winkel von 30° mit der &—Achse ein. Der Bildpunkt
V2
( 2 ) hat den Abstand

V2
vz\> vz\° 2 18

zum Nullpunkt. Die Gerade g’ durch 0 und fa(2e; + e3) schliefit einen Winkel von 75° mit
der x—Achse ein, so dafl die Geraden g und g’ einen Winkel von 45° einschliefSen.

2

Eine Zeichnung findet man auf einer Extraseite.

Fazit: Ein Punkt P und sein Bildpunkt P’ unter f4 haben denselben Abstand zum Nullpunkt
und die Geraden OP und OP’ schliefen einen Winkel von 45° ein (dies 148t sich allgemein
zeigen). fa ist also die Drehung um 0 um den Winkel von 45°.

b) fB(&)z%.(\/% ﬁ)((l)) :%<\/%>
en = (5 %) (5) = ()

(2
() - (4 2)
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3
P = < V3 ) ist also ein Fixpunkt von fg. Da fpg eine lineare Abbildung ist, gilt

fe(rP) = rfg(P) = rP (firaller € R),

d.h. alle Punkte der Geraden g = OP sind Fixpunkte von fp oder g ist eine Fixgerade von
V3

3
Die Verbindungsgerade h der beiden Punkte e; und fg(e;) steht senkrecht auf g und schneidet
die Gerade g im Mittelpunkt der Strecke zwischen e; und fg(e;). Entsprechendes gilt fiir eg
und fg(ez).

Eine Zeichnung findet man auf einer Extraseite.

fB. Die Gerade g hat die Steigung . Dazu gehort der Steigungswinkel von 30° .

Fazit: Alle Punkte der Geraden g durch den Nullpunkt, die mit der positiven ax—Achse
den Winkel 30° einschlielt, werden von fp festgelassen. FEin Punkt @, der nicht auf der
Geraden g liegt, wird auf einen Punkt @’ durch fp abgebildet, so dal g das Mittellot der
Verbindungsstrecke von @ und Q' ist. fp ist also die Spiegelung der Ebene an der
Geraden g .

56. Aufgabe: a) Eine Zeichnung findet man auf einer Extraseite.

d ist bijektiv, da die Drehung der Ebene um den Nullpunkt um den Winkel 360° — o« die
Umkehrabbildung von d ist. (Besitzt eine Abbildung f eine Umkehrabbildung, so 1&8t sich
leicht zeigen, daB fiir f die Bedingungen aus (E.07) gelten, so da8 f bijektiv ist)

b) Annahme: Eine Drehung d um einen Punkt M # 0 ist linear. Dann miifite nach (10.7a)
0 ein Fixpunkt von d sein. Die Drehung d hat aber nur einen einzigen Fixpunkt, namlich den
Drehpunkt M # 0. Widerspruch!

c) Eine Zeichnung findet man auf einer Extraseite.

s ist bijektiv, da s die Umkehrabbildung von s ist (zweimal gespiegelt ergibt das urspriingliche
Bild!).

d) Sei s eine Spiegelung von V, an einer Geraden g, die nicht durch den Nullpunkt geht.
Dann sind die Punkte von g die einzigen Fixpunkte von s. Annahme: s ist linear. Dann mifite
nach (10.7a) 0 ein Fixpunkt von s sein. Widerspruch, da 0 nicht auf der Geraden g liegt.
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57. Aufgabe: a) Dafl D ein Untervektorraum von A ist, liegt an bekannten Eigenschaften
differezierbarer Funktionen.

U;) Jede konstante Funktion ist differenzierbar
Also liegt der Nullvektor von A (das ist die Nullfunktion & —— 0 fiir allex € R) in D..

Uz) Die Summe zweier differenzierbarer Funktionen ist wieder differenzierbar, d.h.
f,geD — [f+geD.

Us) Das skalare Vielfache einer differenzierbaren Funktionen ist wieder differenzierbar, d.h.
reR, feD — rfeD.

b) Dafl D linear ist, liegt an den beiden bekannten Differentiationsregeln:

LA;) Die Ableitung einer Summe zweier differenzierbarer Funktionen ist gleich der Summe der
Ableitungen. Das bedeutet fir f,g € D

D(f+g) = (f+9) = f'+9 = D(f)+ D(g)

LA,) Die Ableitung des skalaren Vielfachen einer differenzierbaren Funktionen ist gleich dem
skalaren Vielfachen der Ableitung, d.h. fiir » € R und f € D gilt

D(rf) = (rf) = rf’" = rD(f)

c) D ist kein Isomorphismus, da D nicht bijektiv ist. Unterschiedliche Funktionen kénnen
dieselbe Ableitung haben, z.B.

fy9: R — R seien definiert durch f(x) =x+1, g(x) = x+2 fiirallex € R. Dann
sind f und g differenzierbar (d.h. f,g € D), und es gilt

fl(x) = 1 = ¢g'(x) firallex € R,dh. f'=g".

Es folgt
D(f) = D(g) mit f#g.
so dafl D nach (E.07) nicht bijektiv sein kann.



