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15. Ubungsblatt

LINEARE ALGEBRA (SS 2008)

Dieses Ubungsblatt behandelt Aufgaben zu den Paragraphen 9 und 10
und soll der Priifungsvorbereitung dienen.

Es wird auch eine Musterlosung geben.

Versuche aber auf jeden Fall, die Aufgaben erst einmal selbstandig zu bearbeiten und zu
losen!!!

49. Aufgabe: Sei B = {v1,va,...,0,,} eine Basis des Vektorraumes V. Beweise: Sind
S1, 82, .. .4 8m beliebige reelle Zahlen, die alle ungleich Null sind, so ist auch die Menge

C = {5171, S22, .+ ., S;Um }

eine Basis von V.

50. Aufgabe: Sei V ein m—dimensionaler Vektorraum (m > 1). Beweise:
a) Jedes EZS T von V mit genau m Elementen ist eine Basis von V.

b) Jede linear unabhéngige Teilmenge S C V mit genau m Elementen ist eine Basis von V.

51. Aufgabe: Sei A € M,(R) eine Matrix. § = {s1,82,...,8,} C IR™ sei die Menge
der Spaltenvektoren von A . Beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) Das LGS Ax = b ist fiir jedes b € R™ l6sbar

b) Das LGS Ax = b ist fir jedes b € R™ eindeutig 16sbar
c) S ist ein EZS von R™

d) S ist eine Basis von R™

e) S ist linear unabhéngig

f) A ist invertierbar.

52. Aufgabe: A und B seien zwei (n X n)-Matrizen. Beweise:

A-B=FE, — B-A=FE,.
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53. Aufgabe: Die Abbildung f : R* — M3(IR) sei definiert durch

™
F(o) = (:; :Z) fir v=| " | € R,
T4

a) Berechne den Bildwert f(w) fir w = € R*.

=W N =

b) Beweise, dal f ein Isomorphismus ist.

c) Bestimme die Menge T := {f(e1), f(ez2), f(es), f(es)} (hierbei sind eq,...,e  die
Einheitsvektoren aus R*). Was lafit sich tiber T' aussagen ?

54. Aufgabe: a) Die Menge IR der reellen Zahlen 148t sich als Vektorraum auffassen. Dabei
ist die Vektorraum—Addition die “normale” Addition auf IR und die skalare Multiplikation ist
die “normale” Multiplikation auf IR . Verifiziere die Vektorraum—Eigenschaften von IR.. Welche
Dimension hat der Vektorraum R 7

b) Die Abbildung sp : M3(IR) — IR sei definiert durch
sp(A) := a11 + az2 + a3z fir A = (ax) € M3(R),

d.h. sp ordnet einer (3 X 3)-Matrix A die Summe der Hauptdiagonalelemente von A zu.

Beweise, dafl sp eine lineare Abbildung ist. Ist sp ein Isomorphismus?

c) Beweise, daB
U:= {A]A € Ms(R), sp(A) =0}

ein Untervektorraum von M3 (IR) ist.
d) Bestimme die Dimension von U .

e) Verallgemeinere b) bis d) auf (n X m)-Matrizen. Ist es moglich, dal sp fiir spezielles n
ein Isomorphismus ist?

55. Aufgabe: a) Sei A = % . < i _i ) € M,(R). Bilde geméfl (10.4) die lineare

Abbildung fa : R?> — R?, v —— A -wv. Berechne die Bildwerte fa(e1), fa(e2),
fa(2e1 + e3) und stelle die Situation zeichnerisch in der Ebene dar. Beschreibe die Abbildung
fa anschaulich—geometrisch.

1 V3
V3 =1

R? — R?, v — B -wv. Berechne die Bildwerte fg(e1), fe(ez2), fa( \;5 ) und

b) Sei B = ;- ( ) € M,(IR). Bilde gemé$ (10.4) die lineare Abbildung fp :

stelle die Situation zeichnerisch in der Ebene dar. Beschreibe die Abbildung fg anschaulich—
geometrisch.
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56. Aufgabe: Sei V5 der Vektorraum der Vektoren der anschaulichen Ebene.

a) d: Vo — V, sei die Drehung von V5 um den Nullpunkt um den Winkel a (0° <
a < 360°). Zeichne zwei signifikante Bilder (und zwar eines fiir die Addition und eines fiir
die skalare Multiplikation), aus denen hervorgeht, dafl d eine lineare Abbildung ist. Ist d ein
Isomorphismus?

b) Kann eine Drehung von V5 um einen vom Nullpunkt verschiedenen Drehpunkt linear sein?

c) s:Vy, — V, sei die Spiegelung von V4 an einer Geraden, die durch den Nullpunkt
verlauft . Zeichne zwei signifikante Bilder (und zwar eines fiir die Addition und eines fiir die
skalare Multiplikation), aus denen hervorgeht, dafl s eine lineare Abbildung ist. Ist s ein
Isomorphismus?

d) Kann eine Spiegelung von V5 an einer Geraden, die nicht durch den Nullpunkt geht, linear
sein ?

57. Aufgabe: Diese Aufgabe ist nur fiir StudentInnen gedacht, die etwas Ahnung von
Analysis haben. (Aber eigentlich ist dies auch Schulstoff!)

Sei D die Menge aller differenzierbaren Funktionen von IR nach IR. Beweise:
a) D ist ein Untervektorraum des Vektorraumes A aller Funktionen von R nach IR (s. (E.14)).

b) Die Abbildung D : D — A, die einer differenzierbaren Funktion f deren Ableitung f’
zuordnet (d.h. D(f) = f’), ist eine lineare Abbildung.

c) Untersuche, ob die Abbildung D aus b) ein Isomorphismus ist.



