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88 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Es sei M C C eine vorgegebene Menge von Punkten mit 0,1 € M . Aus dieser Punktmenge
konstruieren wir neue Punkte, wobei wir allerdings Zirkel und Lineal nur in einer genau vorge-
schriebenen Art benutzen diirfen. Folgendes sind die zulidssigen Konstruktionsschritte:

I) Mit dem Lineal: Das Ziehen einer Geraden durch zwei verschiedene Punkte von M

IT) Mit dem Zirkel: Das Schlagen eines Kreises um einen Punkt von M als Mittelpunkt und
mit dem Abstand zweler verschiedener Punkte aus M als Radius.

Neu konstruierte Punkte ergeben sich dann als Schnittpunkte zweier konstruierter Geraden,
Kreise oder einer Geraden und eines Kreises.

(8.1) DEF: a) Mit F(M) werde die Menge aller Geraden und Kreise bezeichnet, die sich aus
den Punkten von M mit Hilfe zuldssiger Konstruktionsschritte konstruieren lassen.

b) Ein Punkt z € C heifit aus M elementar konstruierbar, wenn es Fy, F, € F(M) gibt
mit F} # Fy und z € Fy N Fy. Es bezeichne K (M) die Menge der aus M elementar konstru-
ierbaren Punkte.

c) Ein Punkt z € C heifit aus M konstruierbar, wenn es endlich viele Punkte 21, 2o, ..., 2, €
C gibt mit den Eigenschaften:

1) z € Ka(M)

2) 2z € La(MU{21,20,...,2}) VIie{l,2,...,n—1}

3) z=2z,

d) Es bezeichne KC(M) die Menge der aus M konstruierbaren Elemente.

(8.2) SATZ: Sei M C Cmit 0,1 € M. Dann gilt:

a) Die Menge K(M) der aus M konstruierbaren Punkte von C ist ein Zwischenkorper der
Korpererweiterung C : Q.

b) z € K(M) = +/zeK(M)
c) zeK(M) = zeK(M)

(8.3) BEM: Fiir M C Csei M := {z]z € M} und M’ := M UM . Dann gilt Q(M') C
K(M) CC.
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(8.4) LEMMA: Sei M C C mit 0,1 € M und M’ := M UM . Ist dann der Punkt z € C aus
M elementar konstruierbar, so sind z und Z algebraisch iiber Q(M’) vom Grade < 2.

(8.5) SATZ: Sei M C €C mit 0,1 € M und M’ := M U M . Dann sind fiir z € C folgende
Aussagen aquivalent:

a) ze€ K(M)

b) Es existiert eine Kette Q(M') = Ky C K1 C Ky C ... C K,, CC von Unterkérpern
von C mit den Eigenschaften

1) [KjIKj_l]SQ Vj:1,2,...,m
ii) z € K,,.

(8.6) KOROLLAR: Ist z € (M), so ist z algebraisch iiber Q(M’) und der Grad von z tiber
Q(M’) ist eine Zweierpotenz.

Die drei klassischen Probleme

Wir gehen von der Menge M = {0,1} aus. In diesem Falle ist M’ = M C @ und Q(M') = Q.

(8.7) Das Delische Problem (Verdoppelung des Wiirfels)

Gegeben sei die konstruierbare Seitenldnge a eines Wiirfels. Ist es dann moglich, die Seitenlénge
b eines Wiirfels mit dem doppelten Volumen (nur mit Zirkel und Lineal) zu konstruieren?

Antwort: Nein

(8.8) Die Quadratur des Kreises

Gegeben sei ein Kreis mit dem Radius 7 . Ist es dann moglich, die Seitenlénge a eines flachengleichen
Quadrates (nur mit Zirkel und Lineal) zu konstruieren?

Antwort: Nein

(8.9) Die Dreiteilung eines beliebigen Winkels

Gegeben sei ein beliebiger konstruierbarer Winkel. Ist es dann méglich, diesen Winkel (nur mit
Zirkel und Lineal) in drei gleichgroBe Winkel zu teilen?

Antwort: I.a. Nein



