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Kap. Il : Korpererweiterungen
86 Der Begriff der Korpererweiterung

Wir betrachten im folgenden die Situation, dafl in einem Korper L ein Unterkorper K gegeben
ist.

(6.1) DEF: Essei L ein Korper und K C L ein Unterkorper. Dann heifit L ein Erweiterungs-
kérper von K, und man spricht von einer Kérpererweiterung (KE) L : K (lies: L iiber
K). Jeder Unterkérper F mit K C E C L heifit ein Zwischenkdrper (ZK) der KE L : K.

Beispiel: CO R D Q , d.h. C: Q ist eine KE mit ZK R. K und L sind ZK von L : K.

(6.2) BEM: Ist L: K eine Korpererweiterung, so ist L ein Vektorraum iiber K.

Bew: (L,+) ist eine abelsche Gruppe, und die Multiplikation von L liefert die Skalarmulti-
plikation K x L — L mit den nétigen Eigenschaften.

(6.3) DEF: a) Sei L: K eine Korpererweiterung . Dann heifit die Dimension von L als K-
Vektorraum der Grad der Koérpererweiterung L : K (in Zeichen: [L : K| := dimg (L) ).

b) Eine Korpererweiterung heifit endlich, wenn ihr Grad endlich ist.

Beispiele: [C:R]=2 , [R: Q=00 , [Q(HV2): Q] =2

(6.4) SATZ: (Gradsatz) Es sei F ein Zwischenkorper der Korpererweiterung L : K.

a) Sind L:FE und FE: K endliche Kérpererweiterungen, so ist auch L : K endlich, und es
gilt

[L:K] = [L:E]-[E:K]
b) Ist L : K eine endliche Korpererweiterung, so sind auch die Korpererweiterungen

L:F und F: K endlich.

Bew: a) Ist By := {a,...,q,,} eine E-Basis von L und ist B, := {f,...,0,} eine
K—Basis von E, so ist

B:= {o;-5;|i=1,2,....m,57=12,...,n}
eine K—Basis von L. Hierbei gilt |By| = m = [L : E], |Bs] = n = [E : K] und
[L:K]=|B|l=m-n=|[L:E]-[E:K].

b) FE ist als Unterraum des K—Vektorraumes L endlichdimensional. Eine K-Basis von L ist
auch ein EZS des E—Vektorraumes L, enthélt also eine E-Basis von L, so dafl [L : E] endlich
ist. .
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(6.5) KOROLLAR: L: K sei eine endliche Korpererweiterung.
a) Fiir jeden Zwischenkérper E von L: K sind [E: K| und [L: E] Teiler von [L: K] .

b) Ist [L : K] eine Primzahl, so besitzt die Kérpererweiterung L : K keinen echten Zwi-
schenkorper.

Beispiel: C : R besitzt keinen echten ZK.

(6.6) DEF: Sei L: K eine Korpererweiterung und M C L eine beliebige Teilmenge.

a) Es bezeichne K(M) den Durchschnitt aller Unterkoérper von L, die K U M umfassen.
K(M) heifit der von K U M erzeugte Unterkorper von L. Man sagt, da K (M) durch
Korperadjunktion von M zu K entsteht.

b) Es bezeichne K[M] den Durchschnitt aller Unterringe von L, die K U M umfassen.
K[M] heiBt der von K U M erzeugte Unterring von L. Man sagt, da K[M] durch
Ringadjunktion von M zu K entsteht.

c¢) Im Falle M = {ay,...,a,} C L setzt man K(M) =: K(ay,...,qa,) und K[M] =:
Klag, ..., ap).

(6.7) SATZ: Seien L : K eine Korpererweiterung , M C L eine beliebige Teilmenge und
a,qq,...,a, € L. Dann gilt:

a;) K[M] ist der kleinste Unterring von L, der K U M umfafit.

ay) K (M) ist der kleinste Unterkérper von L, der K UM umfaft.

b) KCKUMCK[M] CK(M)CL

o) Kol = (J@)| €K} @) Klo)={£3 |19 € K17 at0) 20}

dy) Klag,...,an={f(a,...;an) | f€K[T1,...,T,]}

do) K(ou,...,an) = {% ‘ f,geK[Tl,...,Tn],g(al,...,an)#0}

(6.8) DEF: Eine Korpererweiterung L : K heifit einfach, wenn es ein Element o € L gibt

mit der FEigenschaft L = K(«). « heifit dann ein primitives Element der Kérpererweiterung
L:K.

(6.9) BEISPIEL: L := Q(v/2) ist eine einfache Kérpererweiterung von @ mit /2 als primi-
tivem Element. Es gilt nach (6.7¢cy)

r-awy) - {{9 e 2o
= (v | neqm} = prsv2insenl = Qve)

Der Grund hierfiir ist die Tatsache (v/2)? =2 oder anders ausgedriickt: v/2 ist Nullstelle des
Polynoms 72 — 2 € Q[T]. Solche Elemente werden wir algebraisch nennen.



