Chr.Nelius : Algebra (SS 2006) 6
Drei Beispiele zum Hauptsatz der GALOIS—Theorie

(12.8) BEISPIEL: Seien o := ¢35 € Cund L := Q(a) . Die Galois-Gruppe G := Gal(L : Q)
wird in Aufgabe 38a berechnet. f:=T*+ T3 +T?+ T +1 € Q[T] ist das Minimalpolynom
von « iitber Q@ mit Null,(f) = {a,a? a3 a*}. Daher besteht G nach (10.6) aus den 4 Q-
Automorphismen o1, 09, 03,04 , die durch ihre Werte fiir a eindeutig festgelegt sind:

o | ola) | ord(o)
o1 o 1
09 042 4
03 a? 4
04 a? 2

Wegen [L: Q] = [Q(«a) : Q] = grad(f) =4 = |G| ist L : Q eine Galois—Erweiterung. Da G
ein Element der Ordnung 4 enthalt, ist G zyklisch und daher isomorph zu Z,. Nach dem Satz
von Lagrange kann eine Untergruppe U < (G, o) nur die Ordnung 1,2 oder 4 haben (dies sind
die positiven Teiler von 4).

Ul=1 = U={o1} (01 =1idy ist das neutrale Element in G).
Ul=4 = U-=¢G.

Ul=2€lP = U ist zyklisch und wird von einem Element der Ordnung 2 erzeugt. Da
o4 das einzige Element der Ordnung 2 ist, gibt es auch genau eine Untergruppe der Ordnung
2, ndmlich U =< g4 >= {07,04}.

Die Galois—Gruppe G besitzt also nur eine echte Untergruppe. Da L : @Q eine Galois—Erweite-
rung ist, gibt es nach dem Hauptsatz der Galois—Theorie auch nur einen echten Zwischenkorper.

Untergruppenverband von G Zwischenkorperverband von L : @)
G LY =@
| |
<oy> L= = Q(VB) #)
| |
<o > L= =L
von F): Sei 17— v.oo o LR 4 -
Nachweis von *): Sei U :=< o4 >. Aus (11.6a) folgt [LY : Q] = o T2 2 . Nun ist
4 *5%) 1 . .
b :=a+a* = 5(\/5 —1) ¢ Q ein Fixelement von o4; denn

04(B) = o4(a+a*) = o4(a) + o4(a*) = a* +a = 3.

Damit gilt € LY und Q C Q(B) € LY . Aus Gradgriinden folgt LY = Q(3). AuBerdem
gilt wegen **) Q(3) = Q(v/5) . Folglich LY = Q(V/5).
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Nachweis von **): 8 =a+a*=a+a =2 -Re(a) =2-cos <%> = 2-1(\/5— 1) (s.Aufg.4).

Da die Galois-Gruppe abelsch ist, ist nach (12.7) Q(v/5) : Q eine Galois-Erweiterung , was
natiirlich hier einfacher aus Aufgabe 46 folgt.

(12.9) BEISPIEL: Sei L := Q(v3,v/5) . Nach Aufgabe 38b) gilt L = Q(a) mit
a:=+3++V5,und f = T* - 16T% + 4 € Q[T] ist das Minimalpolynom von a/@Q . Sei
B := -3 ++/5. Damnist N = {a,—a,3,—3} die Nullstellenmenge von f in L, so daB
nach (10.6) gilt |Gal(L : Q)| = 4 = [L : Q]. Folglich ist L : Q eine Galois—Erweiterung .
Die 4 Q—Automorphismen o1, 09, 03,04 von L sind durch ihre Werte fiir a eindeutig festgelegt:

o | ola) |o(v/3)|o(v/5)]| ord(o)

o1 o V3 V5 1
oy | —a | —vV3 | —Vb 2
o I6; V3| V5 2

2

04 —f \/§ _\/5

Damit ist die Galois—GruppeG von L : @ bekannt. Aufler den Untergruppen < o7 > und G
kann es nur noch Untergruppen der Ordnung 2 geben. Eine solche Untergruppe U < G wird
von einem Element der Ordnung 2 erzeugt (davon gibt es genau 3 Stiick), und fiir sie gilt wieder

nach (11.6a) [LY : Q] = L0 _ 4 =2.

vl 2

Sei U =< gy >. Aus der Tabelle folgt: o3(v/15) = 09(v/3 - V/5) = (—v3) - (=v/5) = V/15, d.h.
V15 € LY. Aus Q C Q(v/15) C LY folgt dann LY = Q(v/15) . Entsprechend erhiilt man

LV = Q(V5) fiir Vi=<o3> und LW =Q(V3) fiir W =< oy >.

Da L : Q eine Galois—Erweiterung ist, sind dies auch die einzigen echten Zwischenkorper, da G
genau 3 echte Untergruppen besitzt.

G Q
< 09 > < 03 > < 04 > Q Q(\/g) Q(ﬁ)

N ~_ ]

= Q(V3,V5)

Untergruppenverband von G Zwischenkorperverband von L : Q

Da die Galois—Gruppe abelsch ist, ist nach (12.7) FE : Q fir jeden Zwischenkérper E von
L : @ eine Galois—Erweiterung , was natiirlich hier wieder einfacher aus Aufgabe 46 folgt.
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(12.10) BEISPIEL: Sei L :=Q(a,) CC mit a:=+v/2 und §:=i/3.

Die Galois-Gruppe von L : @ wurde bereits in den Ubungen bestimmt. f := 73 — 2 ist
das Minimalpolynom von /@ und g := T? + 3 das Minimalpolynom von 3/@Q. Damit gilt
gradg(a) =3 und gradg(f) = 2. Nach Aufgabe 29 ist dann

L:Q) =23 =6

Die Galoisgruppe G := Gal(L : Q) hat dann hochstens 6 Elemente: |G| < 6. Definiere:

E:=Q(a) und F:=Q(H)

L
2
E = @(a)/ 8
6
3 F = Q(B)
el

Aus [F:Q]=3 und [F:Q]=2 folgt mit dem Gradsatz [L:FE]=2 und [L:F]=3

Es ist L = E(3) . Das Polynom ¢g = T? + 3 € E[T] hat (3 als Nullstelle und ist wegen
[L: E] =2 das Minimalpolynom von 3/E.
Esist L = F(a) . Das Polynom f = T° —2 € F[T] hat a als Nullstelle und ist wegen
[L: F] =3 das Minimalpolynom von «a/F'.

Sei V:=Gal(L:FE)<G.Da L=E(f) eine einfache Kérpererweiterung von F ist, wird V'
durch die Nullstellen von g, die in L liegen, beschrieben. Diese sind # und —f3. Also

V =Cal(L:E) = {idg, 7}

Dabei ist 7 : L — L ein E-Automorphismus von L mit 7(5) = —f. Insbesondere gilt
T(a)=a(daa€FE) , 17(a)=a Va€ Q und ord(f) = 2.

Sei U:=Gal(L:F)<G.Da L=F(a) eine einfache Korpererweiterung von F' ist, wird
U durch die Nullstellen von f, die in L liegen, beschrieben. Mit ¢ := %(ﬁ —1) € L sind
dies a,ea,e?a. Es gilt namlich e € L, e2 =€ L und & =1 (dh. ¢ ist eine dritte
Einheitswurzel). Man rechnet nach: f(ea) =0 und f(e%a) = 0. Folglich enthalt U genau 3
Elemente:

U:=Gal(L:F) = {idy, 01,09}

Dabei sind o; : L — L F-Automorphismen von L mit oi(a) = ca , o9(a) = .
AuBerdem gilt o;(f) = (daf € F) und oj(a) =a Va € Q. Wegen |[U| =3 ist U
zyklisch und jedes Element # id; hat die Ordnung 3, und es gilt oy = 0?. Setze: 0 := 0.

V=(r) <G (ord(r) =2) , U= (o) <G (ord(o) =3)
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Nach dem Satz von Lagrange sind 2 und 3 Teiler von |G|. Damit ist aber auch 6 = 2 - 3 ein
Teiler von |G|, folglich 6 < |G|. Mit der obigen entgegengesetzten Ungleichung ergibt sich

Gal(L: Q)] = 6 = [L:Q]

Damit ist L : Q eine Galois—Erweiterung. Eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 6 ist
isomorph zur symmetrischen Gruppe Sj3, eine abelsche Gruppe der Ordnung 6 ist isomorph
zur zyklischen Gruppe Zg. Wir wollen uns nun iiberlegen, dafi G nicht abelsch ist. Dazu
berechnen wir:

T(e) = 3(7(3) = 1) = 1(—f — 1) == = £%. Es ergibt sich

2

(coT)(a) =0c(a)=ca , (too)(a)=rT(ca)="1(e)T(a) =*a,dh. coT #T00. Also:

G = {idy,0,0%, 7,07,0%r}. Die Elemente o und o2 haben die Ordnung 3, 7,07, o7 die Ord-
nung 2. Echte Untergruppen von G sind von der Ordnung 2 oder 3 , sind also zyklisch und
werden von einem Element der Ordnung 2 bzw. 3 erzeugt. Deshalb gibt es 3 Untergruppen
der Ordnung 2 und eine Untergruppe der Ordnung 3, die 2 Elemente der Ordnung 3 enthalten
mufl . Der Untergruppenverband von G sieht damit folgendermaflen aus:

2

/

e

<idy, >

Wir wollen nun alle Zwischenkorper von L : @Q bestimmen. Da dies eine Galois—Erweiterung
ist, miissen wir nur die Fixgruppen zu allen Untergruppen von G berechnen.

=Q und LU92) = [ ist klar.
Fiir eine beliebige Untergruppe W < G gilt nach (11.6a)

L:Q] 6

U={(o) [LY:Q]==-=2,03)=8 = pBeFix(o)=LY = F=Q(B) CLY. Da
beide Korper den Grad 2 iiber @ haben, folgt LY = Q(3) = F.

V = (1) Nach (%) gilt [LY : Q] =3. Wegen 7(a)=a ist F = Q(a)C LY , woraus wieder
aus Gradgriinden die Gleichheit folgt: LY = @Q(«). Entsprechend begriindet man:

Wl

L = Q(e2a) , da o7(e2a) = o(ca) =e2a L7 = Qea), da o?r(ca) = ca
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Damit sind alle Zwischenkorper von L : @Q bestimmt, und wir erhalten den folgenden Zwischen-
korperverband von L : QQ:

1 Q

/ \\
2 Q)
3 \ Q) Q) Q(e%a)
=
6 L

oder konkreter:

1 /Q
2 QiV) \
3 Q(V2) Q(iv3 —1)v/2) Q(IV3 +1)v?2)

e

6 L=Q(WV?2,iV3)

Zum Abschlu3 wollen wir auch hier wieder die Frage klaren, welche Zwischenkorper Galois—
Erweiterungen vom Grundkérper @ sind. Nach Teil 1T) des Hauptsatzes sind dies genau die
Zwischenkorper E von L : @, fir die die Galois—-Gruppe Gal(L : E) Normalteiler in G ist.
Bekannt ist, dal U =< o > der einzige nichttriviale Normalteiler von G ist. Da also

U = Gal(L:LY) = Gal(L:Q(p))

Normalteiler in G ist, ist Q(F) : @ eine Galois—Erweiterung . Dagegen sind die Zwischen-
korper

Q(a) , Qea) , Q)

die alle den Grad 3 iiber @@ haben, keine Galois—Erweiterungen von @, da die zugehorigen
Galois-Gruppen < 7 >, < o7 >, < 0?7 > alle keine Normalteiler in G sind.



