Chr. Nelius: Algebra (SS 2006)

Losung 36. Aufgabe

Vollstéandige Induktion nach n := grad(f) > 1. Sei Z:=ZFKx(f).
(TA) n=1 TIn diesem Fall hat f genau eine Nullstelle in K, d.h. Z=Kund [Z: K]=1<1!

(IV) Sei n > 1 beliebig und die Behauptung richtig fiir alle Kérper K’ und alle Polynome aus
K'[T] vom Grade n — 1.

Sei K ein beliebiger Korper, f € KI[T] ein Polynom vom Grade n und Z = ZFKg(f). Sei
a € Z eine Nullstelle von f. Diese spaltet einen Linearfaktor von f ab:

f=T-a)-g mit g€ K()[T], grad(g) =n—1
Da f iiber Z in Linearfaktoren zerfillt, gilt dies auch fiir g:
f=T—-a) T—-—ay) ... T—an)=T—-a)-g = g=T—az) ...-(T—ay).

Wegen 7 = K(a,aq,...,0p) = (K(a))(ag,...,ap) ist dann Z auch ein ZFK von g iiber
K(a). Es gilt also

g€ K(a)[T], grad(g) =n—1, Z=7FKg(9),

so dafl nach (IV)
Z: K(a)] < (n—1)!

folgt. Da das Minimalpolynom m, von « tiber K das Polynom f teilt, gilt
[K(a) : K] = grad(m,) < grad(f) =n.
Der Gradsatz liefert nun fir 7 2 K(a) O K

Z:K|=[Z:K()]-[K(a): K] < (n—1)!-n=nl



