Aufgabe 56

Bemerkung. Fiirallen,k € IN\ {0} mit n 1k gilt
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Beweis. Wegen n 1 k ist e™n
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# 1, und mit der endlichen geometrischen Reihe rechnet
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Seien f =T3>—3T+1€Q[Tlund Z := ZFKq(f) C C.

a) Wegen char(Q) = 0 ist Q nach (13.6) vollkommen. Da f nicht konstant ist, folgt mit
(13.9), dass Z : Q eine Galois-Erweiterung ist.

b) Im Folgenden bezeichnen e := e undn := e eine primitive 9. bzw. 3. Einheits-
wurzel, wobei n = €3 gilt. Setze « := 27”. Fiir den komplexen Kosinus gilt

iz —iz
cosz = % (vz € C).
Daraus folgt
Zk Tt Tri
2 cos(ka) = 2cos<Tn) — T p e — ke K (2)

fiir alle k € N und insbesondere «; = 2cos(«) = € + e~ '. Fiir k € N rechnet man

flek+e ™) =(e*+e ™) —3(e"+e ™) +1
= (e} + () 41 )
=n*+n T +1

Mit ! =n? erhilt man dann f(o;) = f(e + e ') =1+n+n?
@

c) Setze xy :=2cos(2a) und a3 = 2cos(4«). Dann gilt

N

flag) = f(2cos(2a)) = fle? +€e7%) =1

{

fle*+e4) =

flag) = f(2cos(4o)) oL@
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Abbildung 1: Funktionsgraph des Polynoms T3 —3T+1

Die Nullstellen &, und a3 von f lassen sich in Abhingigkeit von o« darstellen:

cxz:e2+e’2:(e+e’1)2—2:oc%—2

az=ettet=(e2+e ) -2=aF-2=0a] —4a? +2

Da f hochstens grad(f) = 3 Nullstellen besitzt, sind &, 2, x3 € R alle Nullstellen von f:

o =2cos(a) =e+e !
o =2cos(2a) =€’ +e? =af-2
a3 =2cos(4a) =et+e? :oc%—Z :ocﬁ‘—4oc%+2

d) Esgilt Z = ZFKq(f) = Q(x1, a2, a3) = Q(ot1, &? — 2, —4ad +2) = Q(ety). Da das
Polynom f keine Nullstellen in Q besitzt und grad(f) = 3 gilt, ist f nach (5.1c) irreduzibel
tiber Q. Da o7 Nullstelle von f ist, sieht man mit (7.6), dass f das Minimalpolynom von
«q liber Q ist, und somit erhdlt man

Z:Q] = [Q(a1) : Q] = grad(f) = 3.

Nach Teil a) ist Z : Q eine Galois-Erweiterung, und somit gilt |G| = [Z : Q] = 3 € P. Damit
ist G isomorph zu A3, der bis auf Isomorphie einzigen Gruppe der Ordnung 3.

e) Da die Korpererweiterung Z : Q vom Grade 3 € P ist, besitzt sie nach (6.5b) keine
echten Zwischenkdorper, d.h. Z und Q sind alle Zwischenkoérper von Z : Q. Den Hauptsatz
der Galois-Theorie muss man an dieser Stelle nicht bemiihen.
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