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2. Ubungsblatt

GRUNDZUGE DER ALGEBRA (WS 2005/06)

Musterlosung

1 23 4 —2 54
5. Aufgabe: a) (p,A)®(a,B):(poa,A-B):(< ), -4 6 6 |)
1 3 2 4
-1 11
01 —1
b) (0,B) = (¢7',B™!Y) = (o, 10 11
-1 1 -1
1 - 3
4
&) (b, A = (5 A7) = <<§ - 3)’ 0o & -
0 0 1
3 4 100
d) Neutrales Element bzgl. ® ist ( {0 1 0|
1 2 3 4 00 1

6. Aufgabe: Annahme: (Q,+) ist zyklisch.
Dann existiert ein Element ¢ € Q mit @ = (¢) ={ng|ln € Z} .

q € Q 1aBt sich darstellen in der Form ¢ = % , mit a,b € Z und b # 0. Nach Annahme gibt es

1
zu der rationalen Zahl % eine Zahl n € Z mit der Eigenschaft

1
Folglich ist 5 = na € 7Z (da a,n € Z). Widerspruch!
Also ist (Q,+) nicht zyklisch.

7. Aufgabe: Gelte U CV oder V CU. Dannist UUV =V bzw. UUV = U jeweils
Untergruppe von (G, x) .

Sei umgekehrt U UV eine Untergruppe von (G, ). Annahme: U Z V und V £ U .
Dann existieren Elemente a € U\ V und b € V' \ U, die beide in U U V' liegen.

Da U UV Untergruppe ist, folgt ‘ axbeUUV ‘

1. Fall: axbeU = _a *(axb) = (@xa)xb = exb = be U Wid!
T

2. Fall: axbeV = (a*b)*\g/ = a €V Wid!
ev 9%

Folglich ist die Annahme falsch und die Behauptung richtig.
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8. Aufgabe: a) Esist dg die Drehung um 6 - § = 27, d.h. dg = idg . Ferner gilt
dpod;, = dk+l (/{Z,ZEZ),

da die Drehwinkel nur addiert werden. Sei dj, € Cg beliebig (k € 7). Division mit Rest liefert
k=6-1+r mit g,r € Z und 0 < r < 6. Damit folgt

dk = d6l+r = dﬁlodr = (dﬁ)l Odr = dr
id
=idg

woraus sich Cg C {dg, dy,dy,ds3,dy,ds} ergibt. Da die umgekehrte Inklusion trivialerweise gilt,
folgt
CG = {d07 d17 d27 d37 d47 d5}

Die Drehungen dy, dy, ds, ds3, d4, ds sind paarweise verschieden, also
‘C6| - 6

b) Mit dyod; = dgy; und dy = d,., wobei r der Rest bei Division von k durch 6 ist, ergibt
sich folgende Verkniipfungstafel:

¢} do d1 d2 d3 d4 d5

do|dy dy dy ds3 dy ds
dy|dy dy ds dy ds dy
dy|dy ds dy ds do da
dg|ds dy ds do dy do
dy|dy ds do di dy ds
ds | ds do dy dp d3 dy

c) Die Hintereinanderausfithrung o ist assoziativ. Die iibrigen Gruppeneigenschaften lassen
sich leicht aus der Verkniipfungstafel ablesen.

Wir bestimmen jetzt zu jedem d € Cy die von d erzeugte Untergruppe
(@) = {d'n € 7}

Da die Gruppe endlich ist, miissen sich die Potenzen wiederholen.

{do) = {do}
dozdo 5 dl :dl 5 d% :dg,d?:dg 5 déll:dgl 5 d‘? :d5, also 06 Q <d1> QC% und damit

(d1) = Cs (= (Cé,0) ist zyklisch)
<d2> — {d07d27d4}

(d3) = {do,d3}

<d4> — {d0> d4, dZ}

(ds) = {do,ds,dy,d3,dy, d1} = Cg

Fazit: (Cg,0) ist eine zyklische Gruppe, deren erzeugende Elemente d; oder ds sind.
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d) Triviale Untergruppen von (Cg, o) sind

(do) = {do} und Cs = (d) = (ds).

Ist U eine Untergruppe von (Cg,0) mit d; € U, so folgt Cs = (d1) C U C C4, d.h. U = Cs.
Entsprechend gilt: ds € U = U = (. Fazit:

(*) U< <C6, O) und U 7£ C6 = UC {do,dg,dg,d4}
Insbesondere kann es keine Untergruppe von (Cg, o) mit 5 Elementen geben.

Eine Unterguppe U < (Cg,0) mit 2 Elementen enthélt dy und ein Element # dy, das zu sich
selbst invers ist (s. (1.13)). Da dj das einzige Element mit dieser Eigenschaft ist, gibt es auch
nur die eine Untergruppe mit 2 Elementen, namlich

{do,d3} = (d3)

Eine Untergruppe V' < (Cg, o) mit 3 Elementen enthélt dy und zwei weitere Elemente d, d’ € Cy
mit dod =dy (s.(1.13) ). Wegen dy,ds & Cg ist da, dy die einzige Moglichkeit, d.h.

{do, da,ds} = (dp) = (ds)

ist die einzige Untergruppe mit 3 Elementen.

Fiir eine Untergruppe W mit 4 Elementen miifite
W - {d07 d27 d37 d4}

nach (%) gelten. W aber ist keine Untergruppe von (Cg,0), da W nicht abgschlossen bzgl. o
ist (dyods =ds ¢ W). Also gibt es keine Untergruppe mit 4 Elementen.

Damit sind alle Untergruppen von (Cg, o) bestimmt: Es gibt jeweils genau eine Untergruppe
mit 1,2,3 bzw. 6 Elementen, und jede Untergruppe ist zyklisch.



