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g 7. Restklassen modulo n

(7.1) DEF: Sei n € N. Dann heiit fir a € 7Z die Menge
[a]l, == {a+kn|keZ} CZ

die Restklasse von a modulo n.

Die Menge aller Restklassen modulo n wird mit 7Z,, bezeichnet.
Zw = {laln|a€eZ}

(7.2) SATZ: Seien n € N und a,b € Z. Dann gilt:
a) aclal,

b) bela], <= b=a (modn)

c) [aln = [bln <= a=b(modn)

d) [aln # [bln < [a]nn[b]. =0

e) 7 ist die Vereinigung aller Restklassen modulo 7.

(7.3) BEM: a) Esgilt [4]¢ = [-2]¢ = [28]¢ = [—14]s. Jede der Zahlen r € Z mit
[r]¢ = [4]¢ heiBt ein Reprasentant der Restklasse [4]¢.
b) Esgilt [a], = {b|b € Z,b=a (modn)}, dh, [a], ist nichts anderes als die

Aquivalenzklasse von a bzgl. der Kongruenzrelation modulo n .

(7.4) SATZ: Fiir jedes n € N gilt:

a) Zn = {[0]n[1]n;[2]n,-- - [n—1]n}
b) |Z,| = n.

(7.5) DEF: Fiir n € N bezeichne
R, = {0,1,2,....n -1} CZ

die Menge der Reste bei Division durch n .

(7.6) BEM: a) Z, = {[r].|r€eR,.}
b) Zy = {[0]s,[1]s,[2]5,[3]a} = {[—2]a, [1]s,[0]s, [1]a} = {[—24]4,[33]s, [14]s,[-49]s }
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(7.7) SATZ: Auf der Menge 7, lassen sich eine Addition und eine Multiplikation definieren,
so dass die entsprechenden Rechenregeln wie in (1.1) giiltig sind.

Addition:
la], ®[b], == [a+Db], (a,b€7)

Multiplikation:
[a]l, ®[b], == [a-b], (a,b€Z)

Man sagt: Die Rechenoperationen auf Z, sind reprasentantenweise definiert.

Gezeigt werden muss, dass die Definition der Rechenoperationen unabhangig von der Auswahl
der Reprasentanten der einzelnen Restklassen ist, d.h.

la], = [d'], und [b], = [V], = [a+b], = [d+V].

la], = [d],und [b], = [V'], = [a-b], = [d V],

(7.8) FOLGERUNG: (Z,,®,®) ist ein kommutativer Ring.

(7.9) BEM: Ein wesentlicher Unterschied zwischen den Rechenregeln, die fiir Z bzw. Z,
giiltig sind, besteht darin, dass in 7, ein Produkt zweier von Null verschiedener Restklassen
Null sein kann, wahrend in 7Z das Produkt zweier von Null verschiedener Zahlen immer ungleich
Null ist (s. (1.8b) ). Beispiel:

[2]6©[3]e = [2-3]¢ = [6] = [0]6

Beispiele: : a) [3]10®[7]io = [3-T]wo = [21]10 = [1]10
b) [4]10@[1’]10 = [4'1‘]10 7£ [1]10 fur alle[x]mEZw.

(7.10) DEF: Eine Restklasse [a], € Z, heifit invertierbar, wenn es eine Restklasse
[b], € Z,, gibt mit
[a]n © [bln = [1]n.

(0], heifit dann die zu [a], inverse Restklasse modulo n.

(7.11) SATZ: Eine Restklasse [a], ist genau dann invertierbar, wenn a und n teilerfremd
sind.

(7.12) BEM: a) Die Restklasse [1], ist fiir alle n € N invertierbar.

b) Die Restklasse [0], ist nur fir n = 1 invertierbar.

c) Ist die Restklasse [a], invertierbar, so 148t sich ein Représentant der inversen Restklasse
mit Hilfe des EEA berechnen.

(7.13) SATZ: Firn € N,n>2 sind folgende Aussagen dquivalent:
a) Jede Restklasse # [0], ist invertierbar b) n ist eine Primzahl.




