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Zum Beweis von (23.19) miissen wir zuerst noch einige Hilfsmittel bereitstellen.

(23.20) HILFSSATZ: Seien M, N € M, (K) ahnliche Matrizen. Dann gilt fiir jedes Poly-
nom p € K[T/:

a) p(M) = p(N)

b) p(M)=0 <= p(N)=0.

Bew: Esgibt P € GL,(K) mit M =P-N.-P~' .

a) Seip=> oI . Dann gilt
i=0

p(M)Zp(PNPI):Zm: i(PNP™! ZaPN’P L= -<iaiNi>-P_1:P-p(N)-P_l

1=0
Also p(M) ~ p(N) .
b) Aus O = p(M) =~ p(N) folgt p(N) = O und umgekehrt.

(23.21) FOLG: Ahnliche Matrizen haben dasselbe Minimalpolynom.

Bew: Gelte M ~ N . Das Minimalpolynom q,; von M ist das normierte Polynom kleinsten
Grades, das M annulliert. Mit (23.20b) gilt gy (M) = O = qu(N) = O, so da qn | qu
nach (23.16b) gilt. Entsprechend folgt qas | gy aus gny(M) = gn(IN) = O. Da die Polynome
sich gegenseitig teilen und normiert sind, folgt ¢y = qn .

(23.22) HILFSSATZ: Sei M € M, (K) eine trigonalisierbare Matrix mit dem charakteris-

tischen Polynom p,; = H()\Z —T)" , wobei Ay, ..., s die paarweise verschiedenen Eigenwerte
i=1
von M sind. Dann gilt . .
M =~ Diag(Jy,...,Js)

mit J; = NEn, +N; (i=1,...,s), wobei N; € M,,,(K) eine strikt obere Dreiecksmatrix (und
damit nilpotent) ist.

Bew: Fassen wir in der Jordan—Normalform von M alle Jordan-Blocke zusammen, die zu
demselben Eigenwert ); gehoren, so erhalten wir eine obere Dreiecksmatrix J; vom Format i X
n; , bei der der Eigenwert \; in der Hauptdiagonale seht. Wir kénnen dann J; in der Form J; =
NEn, + N; (i =1,...,s) darstellen, wobei N; € M,,,(K) eine strikt obere Dreiecksmatrix ist.
Da dle Ahnhchkmtsbemehung beim Umordnen der Blocke der Hauptdiagonale erhalten bleibt,
wie die folgende Ubungsaufgabe zeigt, ist die Behauptung damit bewiesen.

Aufgabe: Seien M € M,,(K) , N € M,,(K) und D := Diag(M, N) € M,,1,(K). Ferner sei V'
die Blockmatrix

O FE,
V= = < E. O ) € M, in(K)
Beweise: VDV ™! = Diag(N, M) , d.h. Diag(M, N) ~ Diag(N, M) .
Wie 1483t sich dieses Ergebnis auf eine Blockdiagonalmatrix aus s > 2 quadratischen Matrizen
verallgemeinern?
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(23.23) HILFSSATZ: Seien M € M,,(K) und p € K[T]. Dann gilt:

a) Ist M eine (strikt) obere Dreiecksmatrix, so ist auch p(M) eine (strikt) obere Dreiecksma-
trix.

b) M trigonalisierbar = p(M) trigonalisierbar .
c) Ist M eine Diagonalmatrix, so ist auch p(M) eine Diagonalmatrix.

d) M diagonalisierbar = p(M) diagonalisierbar .

Bew: a) ,c) Seip=> o7 . Damnist p(M) = Y a;M’ als Linearkombination von
i=0 =0

(strikt) oberen Dreiecksmatrizen (bzw. Diagonalmatrizen) selbst eine (strikt) obere Dreiecks-
matrix (bzw. Diagonalmatrix) .

b) ,d) Gilt M =~ D wobei D eine obere Dreiecksmatrix bzw. eine Diagonalmatrix ist, so
folgt p(M) ~ p(D) nach (23.20a), woraus nach a) bzw. ¢) die Behauptung folgt.

(23.24) HILFSSATZ: Sei M € M, (K) eine trigonalisierbare Matrix mit dem charakteris-

tischen Polynom p,; = H()\Z —T)" , wobei Ay, ..., s die paarweise verschiedenen Eigenwerte

i=1
s

von M sind. Ferner sei h:= [[(T — \;) € K[T].

i=1

Dann ist h(M) eine nilpotente Matrix.

Bew: Nach (23.22) gilt M ~ Diag(Ji,...,J;) = D mit J; = NE,, +N; (i =1,...,5),
wobei N; € M,,,(K) eine strikt obere Dreiecksmatrix (und damit nilpotent) ist. Insbesondere
ist D eine obere Dreiecksmatrix. Es folgt

h(M) ~ h(D) = Diag(h(J,), ..., h(J,)) =: D

Ji ist eine obere Dreiecksmatrix mit Ay als Eigenwert. Dann ist h()\;) Eigenwert der oberen
Dreiecksmatrix h(Jy) (s. Aufgabe 54), d.h.

h(Jy) = h(M)E + N, (N, strikt obere Dreiecksmatrix

Wegen h(\;) = 0 ist also h(J;) eine strikt obere Dreiecksmatrix. Damit ist dann aber D als
Blockdiagonalmatrix aus strikt oberen Dreiecksmatrizen selbst eine strikt obere Dreiecksmatrix
und damit nilpotent. Jede zu einer nilpotenten Matrix ahnlche Matrix ist aber selbst wieder
nilpotent, womit dann auch h(M) nilpotent ist.

Wir kommen nun zu dem Beweis von (23.19):
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a) = b)
M sei diagonalisierbar, py; = 1_[()\Z —T)"  wobei Ay, ..., A\ die paarweise verschiedenen Eigen-
i=1
werte von M sind. Ferner sei h:= [[(T'— \;) € K[T]
i=1

h(M) ist nach (23.23) diagonalisierbar und nach (23.24) nilpotent. Nun ist aber jede Matrix,
die zugleich diagonalisierbar und nilpotent ist, die Nullmatrix. Aus h(M) = O folgt nach
(23.16b)

qu | b

Nach (23.18b) gilt auch umgekehrt
h|qum

Da h und ¢p; normierte Polynome sind, folgt hieraus

so daf3 qp; nur einfache Nullstellen hat.

b) = a)

Nach (23.18) ist g = [J(T — Ai), wobei Aq, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte
i=1
von M sind. Nach (23.22) gilt . .
M =~ Diag(Jy,...,Js)

mit J; = NEn, +N; (i=1,...,s), wobei N; € M,,,(K) eine strikt obere Dreiecksmatrix (und
damit nilpotent) ist. Daraus ergibt sich mit (23.20) und (23.13g)

O =qu(M) ~ Diag(qM(jl), cee CJM(js))

Damit ist qM(jk) = O firalle k=1,...,s, und es folgt

O=qu(Jy)=(Jy—=ME) ... (Jy = ME) ...« (J — \E) = (H(jk —AZE)) . N,

e i#k
=P
Fiir ¢ # k und damit \; # A\, ist die Matrix
)\k — /\Z *
Je —MNE = ME+ Ny —MNE =0 —N)E+ N, =
0 A — N

invertierbar (ihre Determinante ist # 0), folglich ist auch P als Produkt invertierbarer Matrizen
invertierbar. Aus P - Ny = O folgt daher N, = O fiir alle k = 1,...,s. Damit ist

fiir alle k£ eine Diagonalmatrix, und dasselbe gilt dann auch fiir Diag(jl, ..., Js). Infolgedessen
ist M zu einer Diagonalmatrix dhnlich, also diagonalisierbar.



