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§ 21. Trigonalisierbare Endomorphismen und Matrizen

Wir wollen untersuchen, wann es fiir einen Endomorphismus f : V' — V eine Basis B von V
gibt, so dal MB(f) eine obere Dreiecksmatrix ist.

(21.1) DEF: a) Sei V ein endlichdimensionaler K—Vektorraum. Ein K-Endomorphismus
f 'V — V heifit trigonalisierbar, wenn es eine Basis B von V' gibt, so dafl die Darstellungs-
matrix M5 (f) eine eine obere Dreiecksmatrix ist.

b) Eine Matrix M € M, (K) heifit trigonalisierbar, wenn M zu einer oberen Dreiecksmatrix
ahnlich ist.

(21.2) DEF: V sei ein n—dimensionaler K—Vektorraum.

a) Eine Folge (U;)i=0.1...» von Unterktorrdumen U; von V heifit eine Fahne von V', wenn gilt:
i) dimg(U;) =i firalle:=0,1,...,n

ii) UYpcUycUsC...CU,,CU,=V

b) Sei f € Endg (V).

Ein Untervektorraum U C V heifit f—invariant, wenn gilt: f(U) C U .

Eine Fahne (U;)i—01,..» von V heiBt f—invariant, wenn jeder Untervektorraum U; f-invariant
ist.

(21.3) SATZ: SeiV ein endlichdimensionaler K—Vektorraum. Fiir einen K—Endomorphismus
f:V — V sind folgende Aussagen aquivalent:

a) f ist trigonalisierbar

b) Es existiert eine f—invariante Fahne von V.

(21.4) BEM: a) M € M, (K) trigonalisierbar <= fj; : K" — K™ trigonalisierbar.

b) Das charakteristische Polynom einer oberen Dreiecksmatrix M = (a;) € M, (K) ist

P = H(aii — T). Damit zerfallt py; in Linearfaktoren, und die Haupdiagonalelemente
i=1

a; (i=1,...,n) sind gerade die Eigenwerte von M. Ist die Matrix M &hnlich zu einer oberen

Dreiecksmatrix, so zerfallt py, ebenfalls in Linearfaktoren (20.17b), da &hnliche Matrizen das-

selbe charakteristische Polynom haben..

(21.5) SATZ: a) Sei V ein endlichdimensionaler K—Vektorraum und f: V — V ein K-
Endomorphismus. Dann gilt: f ist trigonalisierbar <= das charakteristische Polynom p;
von f zerféllt in K[7T] in Linearfaktoren.

b) Fiir eine Matrix M € M, (K) gilt: M ist trigonalisierbar =~ <= das charakteristische
Polynom py; von M zerfdllt in K[T] in Linearfaktoren.
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Bew: a) Der Beweis 1afit sich auf b) zuriickfithren.

b) “=-” Gilt nach (21.4b)
“<=" Wir fiithren vollstandige Induktion nach n € IN:

n =1 M € M, (K) ist schon eine obere Dreiecksmatrix.

n = 2 Sei M € My(K). Da pys in Linearfaktoren zerfillt, gibt es einen Eigenwert A\; € K von
M. Sei vy ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \;.Ergéinze {v;} zu einer Basis {v,v2} von
K?. Sei P := (v; v3) € My(K) die Matrix mit den Spalten vy, vo. Dann folgt P € GLy(K) und

P1.M-P = (Al

0 : ) , d.h. M ist ahnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix. Damit ist M

trigonalisierbar.

(IV) Sei n € IN,n > 1 beliebig aber fest, und es sei jede Matrix aus M,,_1(K), deren charak-
teristisches Polynom in Linearfaktoren zerféllt, trigonalisierbar.

(IS) Sei M € M,,(K) eine beliebige Matrix, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerféllt. Zu zeigen ist, daff M zu einer oberen Dreiecksmatrix dhnlich ist.

Nach Voraussetzung tiber p); existiert mindestens ein Eigenwert A\ € K von M. Sei v; € K"
ein zugehoriger Eigenvektor. Ergénze {v;} zu einer Basis {v1,vs,...,v,} von K™ (dies kann
auf ganz unterschiedliche Weise geschehen!). Sei P die Matrix mit den Spalten vy, va, ..., v,.
Dann gilt P € GL,,(K) und

mit einer Matrix N € M,,_1(K). Wegen py = (A —T)-pn zerfillt auch py in Linearfaktoren,
so dafl es nach (IV) eine Matrix @ € GL,,_;(K) gibt, fir die

)\2 *
Q' N.-Q = .
0 A
eine obere Dreiecksmatrix ist. Setze
1 0 0
0
R = _ € M, (K)
: Q
0

Wegen det(R) = det(Q) # 0 ist R invertierbar, und es gilt
10 ... 0

R = ! € M, (K)
— . Q_l n

Man rechnet nun nach, dafi :
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AL * ... % AL % . * A1 *

0 0 A
R'P'MPR = R'| . R=1 . = "

: N : Q'NQ "

0 0 0 An

eine obere Dreiecksmatrix ist. Mit S := P - R € GL,(K) ist dann S™'MS eine obere
Dreiecksmatrix, d.h. die Matrix M ist trigonalisierbar.

(21.6) FOLG: a) Ist V ein endlichdimensionaler C—Vektorraum, so ist jeder C-Endomorphis-
mus f von V trigonalisierbar.

b) Jede Matrix aus M,,(C) ist &hnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix.

Bew: Nach dem Fundamentalsatz (D.6) zerféllt jedes nichtkonstante Polynom aus C[T] in
Linearfaktoren.

(21.7) BEISPIEL: Wir wollen die Uberlegungen, die zum Beweis von (21.5b) angestellt
wurden, in einem konkreten Fall nachvollziehen. Sei

0 -1 1
M= | -1 2 1|eMR)
~1 -1 2

Man berechnet: py; = det(M — TE3) = —T% +4T* = 5T +2 = (2 —T)(T — 1)* . Damit
zerfallt das charakteristische Polynom von M in Linearfaktoren iiber IR, so dafl M nach (21.5b)

trigonalisierbar ist. Die Eigenwerte von M sind die Nullstellen von p,,, hier also 2 und 1 mit
der Vielfachheit p(py,2) =1 baw. u(par, 1) = 2.

Wir wollen jetzt eine Matrix S € GL3(IR) bestimmen mit

S™1. M-S = obere Dreiecksmatrix

1
Esist v; = | —1 | € R® ein Eigenvektor von M zum Eigenwert 2 (es gilt Mv; = 2v,).
1
(*) Erginze {v;} zu einer Basis B = {v;, vy, v3} von R? (hier gibt es viele Wahlmoglichkeiten!)
1 1
Wir wéhlen vy := | 1 | und v;:= 1 | . Dann ist {v;,vs,v3} eine Basis von R? (dies
0 -1

kann man etwa mit einer Determinante begriinden). Sei P die Matrix mit den Spalten vy, vs, v3

(natiirlich P € GL3(IR))

11 1 i -3 0
P = —1 1 1 und P! = 0o 1 1
1 0 —1 11 4

2 2

Es gilt nun:
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2 —1 —1
ptyp = |0 | —1 —4 mit der Matrix N := -1 € My(R),
| N 1 3
0] 1 3
die trigonalisierbar ist (dies entspricht der Induktionsvoraussetzung in dem Beweis von (21.5b)).
Fiir die Matrix @ := ( _? (1) ) gilt ndmlich @ € GLy(R) und

Q'-N-Q = ( 01 ) (obere Dreiecksmatrix)

Bilde nun die Matrix

Dann gilt R € GL3(IR), da det(R) # 0, und mit S := P - R € GL3(R) ergibt sich

1 -1
1 1
0 1
An der Stelle (x) gab es Wahlmoglichkeiten. Wir geben dafiir noch zwei weitere Beispiele:

0 0 1 00
2. Moglichkeit: vy = 1 , v3 := | 0 |. Mit der Matrix P := -1 1 0] €
0 1 1 01

GL3(IR) ist dann
2 -1 1
P'MP = |0 1 2

S O N

St.M-S = (PR)"'M(PR) = R'P'MPR = (

Also ist S~ - M - S eine obere Dreiecksmatrix.

0 01

schon gleich eine obere Dreiecksmatrix, die iibrigen Schritte sind hier nicht mehr erforderlich.

-2 0 1 -2 0
3. Moglichkeit: v, := 0 |,v3:= 1 [. Mit der Matrix P:=| —1 0 1 | €

-2 -1 1 -2 -1

2.0 0
P 'MP = 01 1
00 1

schon gleich eine obere Dreiecksmatrix, die iibrigen Schritte sind hier wieder nicht mehr er-
forderlich. In diesem letzten Beispiel haben wir sogar die sog. Jordan’sche Normalform von
M gefunden, die wir spater noch behandeln werden.

GL3(IR) ist dann



