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Wir haben bisher die Darstellungsmatrix einer K—linearen Abbildung g : K™ — K™ gebildet
und gesehen, dafl diese Matrix die Abbildung g vollstandig beschreibt. Wir werden im folgenden
die Darstellungsmatrix einer beliebigen K-linearen Abbildung f : V' — W zwischen endlichdi-
mensionalen K—Vektorraumen definieren, wobei diese Matrix von ausgewéhlten Basen von V
und W abhangt. Ziel wird es spater sein, durch geeignete Wahl dieser Basen eine moglichst
“einfache” Form der Darstellungsmatrix zu erhalten, eine sog. Normalform fiir diese lineare

Abbildung.

Eine Basis B = {vy,...,v,} von V ist definitionsgem&fl eine Menge. Bei einer Menge kommt
es nicht auf die Reihenfolge der Elemente an. Bei den folgenden Uberlegungen wird aber die
Reihenfolge wichtig werden, so dafl wir auch geordnete Basen von Vektorrdumen betrachten
wollen, die wir dann als Zeilenvektoren schreiben werden. Sei also B = (vy, ..., v,) eine (geord-

nete) Basis von V.
n

Jeder Vektor v € V besitzt eine Darstellung der Form v = Z a;v; mit eindeutig bestimmten
i=1

ai
Koeffizienten a; € K (i = 1,...,n). Daher liefert die Zuordnung v — : € K" eine
an
K-lineare Abbildung kg : V — K™. Alternativ kénnen wir kg durch lineare Fortsetzung
definieren, indem wir kp(v;) := e; festlegen, wobei e; der i—te Einheitsvektor aus der kanoni-

schen Basis &,, von K™ ist.

kp:V— K" | vi— e (i=1,...,n)

Umgekehrt 148t sich mit Hilfe linearer Fortsetzung eine K—lineare Abbildung

Ap K" —V | er—v; (i=1,...,n)

definieren. Bei beiden Abbildungen wird eine Basis in eine Basis iiberfithrt, so dafl sowohl
kp als auch A\ Isomorphismen sind. Auflerdem ist auf Grund der Definition klar , dafl beide
Abbildungen zueinander invers sind, d.h.

)\Egl = KB

aj n
i=1

G,

(18.23) DEF: Sei V ein K—Vektorraum mit einer (geordneten) Basis B = (vq,. .., v,). Besitzt

dann ein Vektor v € V' die Darstellung Z a;v; , so heilt der Spaltenvektor
i=1

a1

der Koordinatenvektor von v bzgl. der Basis B.
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Die folgenden Bezeichnungen werden im folgenden stillschweigend benutzt:

V und W seien endlichdimensionale K—Vektorrdume mit geordneten Basen B = (vq,...,v,)
bzw. C' = (w1, ..., w,). Ferner sei f:V — W eine K-lineare Abbildung.
f
Vv — W
A1 ke
f
Dann ist fi=kcofolg: K" — K™

eine K-lineare Abbildung, die natiirlich von den beiden Basen B und C' abhingt. Von dieser

Abbildung kénnen wir die Darstellungsmatrix M(f) = (f(e1)... f(en)) € Myn(K) bilden,
wobei &, = {ey,...,e,} die kanonische Basis von K™ ist. Es gilt fiir alle k € {1,...,n}

fler) = raofodpler) = (koo f)(Asler)) = re(f(vr))

d.h. die k—te Spalte f(ex) von M(f) ist gerade der Koordinatenvektor von f(v;) bzgl. der Basis
C von W.

m ap
Esist f(uvx) = Y buw;, also re(f(vr)) = : € K™ und damit
i=1 bmk
b11 e bln
M(f) = | | € Mpa(K)
bml bmn

(18.24) DEF: V und W seien K—Vektorraume mit dimg (V) = n und dimg (W) = m. Es sei
B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V und C' eine geordnete Basis von W. f:V — W
sei eine K -lineare Abbildung. Dann heifit die (m x n)-Matrix MB5(f) , deren k-te Spalte aus

dem Koordinatenvektor von f(vy) bzgl. C besteht (k = 1,...,n), die Darstellungsmatrix
von f bzgl. B und C.

Beispiel: f:R? — R?, f((Z)) ::(Tis>

B = (61,62) (: 52) s C = (wl,wg) mit w1 = <
Es ergibt sich:

) , Wy = < i ) sind Basen von IR?.

AuBerdem gilt z.B.  M5(f) - ( ?) ) = ( _i ) = ffC(f(( ?) )))

d.h. f (( g )) = —%-w1+§-w2 = ( ; ) in Ubereinstimmung mit der Zuordnungsvorschrift

von f.
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(18.25) BEM: Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung.

a) ME(f) = (ke(f(u)).. we(f(vn))) € Muyu(K)
b) M&(f) = M(kgofodg) mit kgofolg: K" — K™

ai
c) Besitzt v € V' den Koordinatenvektor : € K™ bzgl. B, so hat f(v) den Koordi-
an
ai
natenvektor MZ(f)-| : | € K™ bzgl. C, d.h. ko(f(v) = ME(f) - kp(v)
7

d) Fiir eine K-lineare Abbildung g : K™ — K™ gilt M(g) = Mg& (9) , so daB die alte
Definition einer Darstellungsmatrix in der neuen enthalten ist.

(18.26) SATZ: V und W seien endlichdimensionale K—Vektorraume mit geordneten Basen
B bzw. C. Ist dann f : V — W eine K-lineare Abbildung, so gilt

rgr(f) = re(Me(f))

(18.27) SATZ: V und W seien endlichdimensionale K—Vektorrdume mit geordneten Basen
B bzw. C. Dann ist die Abbildung

®F : Homg(V,W) — M,,.(K) , fr— MZ(f)

ein K—Isomorphismus.

(18.28) FOLG: Fiir endlichdimensionale K—Vektorrdume V und W gilt

dimg (Homg (V,W)) = dimg (V) - dimg (W)

(18.29) SATZ: V,W und X seien endlichdimensionale K—Vektorrdume mit geordneten Basen
B,Cbzw. D. Sinddann f:V — W und ¢g: W — X K-lineare Abbildungen, so gilt fiir
die Darstellungsmatrix der Hintereinanderausfithrung go f: V — X

MB(go f) = Mp(g) - ME(f)

(18.30) FOLG: f : V — W sei eine K-lineare Abbildung, B und C' seien beliebige
geordnete Basen von V' bzw. W. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist ein K-Isomorphismus
b) ME(f) € GLa(K).
Zusatz: Ist f ein K-Isomorphismus, so gilt M5 (f)~' = M§(f™)



