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Wir fithren nun lineare Abbildungen als “strukturvertréigliche” Abbildungen zwischen Vektorrdumen
ein. Sei A € My, (K) eine beliebige Matrix. Wir definieren eine Abbildung

fa: K" — K™ , fa(v):=Av (VveE K")
Nach (9.7) gilt dann
fa(w+0') = fa() + fa(v’) (Vov,o' € K"
fa(aw) = afa(v) (Vae€K,Vve K"

Wir nehmen dies als Anlass fiir die folgende Definition:

(17.18) DEF: K sei ein beliebiger Korper. V' und W seien Vektorrdume iiber K . Eine Ab-

bildung f :V — W heift K-linear (oder kurz linear oder auch K—Homomorphismus),
wenn gilt:

L) flv+v) = fv)+f(v) (You,v" €V)
L) f(av) = af(v) (Vae K,VveV).
Die Menge aller K-linearen Abbildungen von V' nach W wird mit Homg (V, W) bezeichnet.

(17.19) Beispiele: a) Jede Matrix A € My, »(K) definiert durch die Vorschrift

fa(v) :=Av (Vv e K™)
eine K-lineare Abbildung fa : K™ — K™.
b) Ist V ein K-Vektorraum, so ist die Identitét idy : V. —— V eine K-lineare Abbildung.

c) Sind V, W K-Vektorrdume, so ist die Nullabbildung o : V. — W , v —— oy, eine
K-lineare Abbildung.

d) Ist V ein K—Vektorraum, so heifit eine K-lineare Abbildung V' — K auch eine K—
Linearform auf V .

e) Sind Vi, Vo, W K—Vektorrdume, so heifit eine Abbildung f : V3 X Vo — W K-bilinear,
wenn f in jedem Argument K-linear ist.

(17.20) SATZ: Eigenschaften linearer Abbildungen

V und W seien K—Vektorrdume iiber einem beliebigen Kérper K. Fiir eine K-lineare Abbildung
f:V—W gilt:

a) f(ov) =ow

b) f(—v) = —f(v) firallev e V

c) f(v—2") = f(v) — f(v) firallev,v" €V

d) f(av+a'v') =af(v)+a'f(v') firallea,a’ € K,v,v' €V

n

e) f (z:jl ai’vi> => a;f(v;) (Va; € K,v; € V).

=1
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(17.21) LEMMA: Sind V und W K—Vektorriaume iiber einem beliebigen Koérper K, so ist

Homg (V, W) ein Untervektorraum des K-Vektorraumes A(V, W) aller Abbildungen von V
nach W.

(17.22) LEMMA: Sind f: V — W und g : W — X K-lineare Abbildungen, so ist
auch die Hintereinanderausfithrung go f : V.—— X K-linear. (Beweis s. Aufgabe 22)

(17.23) DEF: Fiir eine K-lineare Abbildung f : V. —— W definiert man:
a) Kern(f):={v|lveV, flv)=ow}CV
b) Bild(f) :={f(v)|[veV}CW.

(17.24) SATZ: Fiir eine K-lineare Abbildung f : V — W gilt:

a) U C V Untervektorraum =— f(U) C W Unterraum
b) X C W Untervektorraum = f~!(X) C V Unterraum.

(17.25) FOLG: Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung, so gilt:

a) Bild(f) = f(V) ist ein Untervektorraum von W
b) Kern(f) = f~*({Ow}) ist ein Untervektorraum von V.

(17.26) SATZ: Fiir eine K-lineare Abbildung f : V. — W gilt:

a) f injektiv <= Kern(f) =0
b) f surjektiv <= Bild(f) = W.

(17.27) DEF: V und W seien K—Vektorrdume tiber einem beliebigen Korper K.

a) FEine injektive K-lineare Abbildung f : V. —— W heifit ein K—Monomorphismus von
V nach W.

b) Eine surjektive K-lineare Abbildung f : V. —— W heifit ein K—Epimorphismus von V
auf W.
c) Eine bijektive K-lineare Abbildung f : V. —— W heifit ein K—Isomorphismus von V
auf W.

d) V heift K—isomorph zu W (in Zeichen: V' =g W oder kurz: V. = W), wenn es einen
K -Isomorphismus von V' auf W gibt.
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(17.28) LEMMA: V,W und X seien K—Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper K.

a) idy : V — V ist ein K-Isomorphismus.

b) Ist f : V — W ein K-Isomorphismus, so ist auch f=* : W — V ein K-
Isomorphismus.

c) Sind f: V — W und g : W — X K-Isomorphismen, so ist auch die Hintereinander-
ausfilhrung go f: V — X ein K—Isomorphismus.

(17.29) FOLG: Fiir K—Vektorraume V, W, X gilt:

a) V 2V (Reflexivitit)

b) V=W — W =2V (Symmetrie)

c) VEW AW=2X — V =X (Transitivitét).

(17.30) SATZ: f : V — W sei eine K-lineare Abbildung und T' C V eine beliebige
Teilmenge. Dann gilt:

a) Ist f injektiv und ist T linear unabhéngig, so ist f(T') linear unabhéngig
b) Ist E ein EZS von V, so ist f(FE) ein EZS von Bild(f)

c) Ist f surjektiv und ist E ein EZS von V, so ist f(F) ein EZS von W

d) Ist f(T) ein EZS von W, so ist f surjektiv.

(17.31) FOLG: f:V — W sei ein K-Isomorphismus. Ist dann V' endlichdimensional, so
ist auch W endlichdimensional, und es gilt dimg (V) = dimg (W)

(17.32) LEMMA: f,g:V — W seien K-lineare Abbildungen, und E C V sei ein EZS
von V. Gilt dann f(e) = g(e) fir alle e € E, so folgt f =g .
Oder anders formuliert: f|E =g|lE =— f=g.

(17.33) SATZ iiber lineare Fortsetzung:

V und W seien K—Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper K, und B = {vy,v2,...,v,} sei
eine Basis von V. Zu beliebig vorgegebenen Vektoren wi,ws,...,w, € W gibt es dann ge-
nau eine K-lineare Abbildung f : V. —— W mit der Eigenschaft f(v;) = w; fiir alle
i€ {1,2,...,n}.

Fazit: Um eine lineare Abbildung f : V. —— W zu definieren, braucht man die Zuordnungs-
vorschrift nur fiir die Elemente einer (endlichen) Basis von V' anzugeben. Durch lineare Fort-
setzung ist die Abbildung dann auf ganz V' definiert.



