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Einschub C: Das Vorzeichen einer Permutation

Fiir n € IN bezeichne S,, die Menge aller Permutationen der n Zahlen 1,2, ... n. Genaugenom-
men ist S, = Bij(IN,,, N,,) mit IN,, := {1,2,...,n}.

(C.1) DEF: Sei m € S,,. Ein Zahlenpaar (i,k) € IN,, x N,, heifit eine Inversion (oder ein
Fehlstand) von 7, wenn
i<k und 7(i) > w(k)

gilt. Es bezeichne v(m) die Anzahl der Inversionen von .

ot W

; ?) 411 i ) € S5 sind die Paare (1,4), (2,4), (3,4), (3,5),

Beispiel: Inversionen von 7 = <

d.h. v(m) =4.

(C.2) LEMMA: Sei 7 € S,. Dann ist v(m) die minimale Anzahl der Nachbarschaftsver-
tauschungen, die erforderlich sind, um aus der Folge =(1),7(2),...,7(n) die natiirliche Rei-
henfolge 1,2, ..., n herzustellen.

(C.3) DEF: Das Vorzeichen sign(w) einer Permutation m € S, ist definiert durch

sign(w) = (—1)*™

(C.4) SATZ: f:V" — K sei eine schiefsymmetrische Abbildung und 7 € S,,. Dann gilt
fir jedes (vy,vq,...,0,) € V"

f(vﬂ(l), Uﬂ(g), e ,Uw(n)) = Sign(ﬂ') . f(vl, Vo, ... ,Un)

Bew: (Idee) Durch v(7) Nachbarvertauschungen 1ait sich aus vy, Ux(2), . .., Ur(n) die natiir-
liche Reihenfolge wvy,vs,...,v, herstellen. Bei jeder Vertauschung andert sich das Vorzeichen
des Bildes unter f, da f nach Voraussetzung schiefsymmetrisch ist. Damit gilt

f('Uﬂ—(l), UW(2)7 e 7IU7T(”)) = (_1)’/(”) = Slgn(ﬂ-> : f(vla Vo, ... ,'Un)

(C.5) FOLG: Firm pe S, gilt: sign(mop) = sign(n) - sign(p) .

Bew: Sei d: V" — K die eindeutig bestimmte Determinantenform auf V' := K" mit
d(ey,...,e,) =1. Dann ist

d(e(rop)(1)s - - - » €(rop)(n)) = sign(mop)-d(er,...,e,) = sign(mop)
=1




Chr.Nelius: Lineare Algebra I1,SS 2005 2

Auf der anderen Seite ist

d(etrop)1)s -+ Emop)m) = Alx(p1))s- -5 xtom))) = A€y -+ s Epiny)

wenn man e =: €, setzt. Man erhalt weiter

/

d(e;(l), o e;(n)) = sign(p) - d(€}, ..., €},) = sign(p) - d(ezq1),-- s €xn) =

sign(p) - sign(w) - d(eq,...,e,) = sign(p) - sign(n)

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(C.6) DEF: Sein > 2. Eine Permutation 7 € S,, heifit Transposition, wenn es i,k € IN,,
mit ¢ # k gibt , so daB gilt:  7(i) =k, 7(k) =i, 7(1) =1 (VI N, \{ik}).

Eine Transposition 7 vertauscht also genau 2 Zahlen aus IN,, und 148t den Rest unveréndert.
AuBerdem gilt 7o7 =id, dh. 77! =71,

(C.7) SATZ: Jede Permutation m € S,, (n > 2) 148t sich als Hintereinanderausfiihrung von
hochstens n Transpositionen darstellen.

Bew: (Idee) Fiihre Induktion nach n.

(C.8) DEF: Eine Permutation 7 € S,, heiit gerade, wenn v(7) eine gerade Zahl ist, anson-
sten ungerade. Mit A, wird die Menge aller geraden Permutationen aus S,, bezeichnet.

BEISPIEL: FEine Transposition ist immer ungerade.

(C.9) SATZ: Eine Permutation m € S, ist genau dann gerade, wenn sich 7 als Hintereinan-
derausfithrung einer geraden Anzahl von Transpositionen darstellen 1aft .

(C.10) SATZ: a) A, ist eine Untergruppe von (S,, o).

1
b) Firn>2gilt |A,]= 5 -nl.

(C.11) DEF: (A,,0o) heiit alternierende Gruppe von n Elementen




