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Hinweis: Im folgenden finden Sie eine Auflistung der Definitionen und Sétze, die in der
Vorlesung behandelt wurden oder werden. Es fehlen aber jedliche Motivationen, Erklarungen,
Beispiele und Beweise, die alle zusammen fiir das richtige Verstdndnis von gréfiter Wichtigkeit
sind.

Die in der Vorlesung bewiesenen Aussagen sind mit (4/) gekennzeichnet, die Aussagen, die
als Ubungsaufgaben zu bearbeiten sind, mit

Kap.0 Grundlagen und Bezeichnungen

81 Die reellen Zahlen

Es gibt zwei Zugénge zu den reellen Zahlen: konstruktiv oder axiomatisch.

Bei der konstruktiven Einfithrung werden die einzelnen Zahlbereichserweiterungen ausgehend
von den natiirlichen Zahlen vorgenommen, ein sehr aufwendiges Verfahren.

NCZCQCRCC

IN: Menge der natiirlichen Zahlen
Z: Menge der ganzen Zahlen
Q: Menge der rationalen Zahlen
R: Menge der reellen Zahlen
C: Menge der komplexen Zahlen

Beim axiomatischen Vorgehen werden die reellen Zahlen zusammen mit ihrer Addition und
Multiplikation als gegeben vorausgesetzt , wobei die folgenden grundlegenden Rechenregeln
gelten sollen:
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(1.1) Grundeigenschaften von + und - auf R

Addition

z+y € R fir alle z,y € R (Abgeschlossenheit)
(x+y)+z=x+ (y+ 2) fir alle z,y,z € R (Assoziativgesetz)

)
)
A;) z4+y=y+x firallex,y € R (Kommutativgesetz)
) x4+ 0=z firallex € R (Nullelement)

)

Zu jedem x € R gibt eseiny € Rmit x +y =0
(Existenz von negativen Elementen)

Multiplikation
-y € R fir alle z,y € R (Abgeschlossenheit)
(x-y)-z=ax-(y-2) firallex,y,z € R (Assoziativgesetz)

M)
M)
M,;) xz-y=y-z firalez,y € R (Kommutativgesetz)
Mj) «-1== firallex € R (Einselement)

M)

Zu jedem x € R,z #0 gibt eseiny € Rmit -y =1
(Existenz von inversen Elementen)

Distributivgesetz
D) z-(y+z)=(-y)+ (x-2) firalex,y,z € R

Fazit: (IR, +,:) ist ein Ko6rper
Aus diesen Grundregeln lassen sich weitere Rechenregeln herleiten:

(1.2) BEM: a) In R gibt es genau ein Nullelement (1/) (bzw. Einselement),
b) in A,) ist das Element y eindeutig bestimmt,
c) in My) ist das Element y eindeutig bestimmt. (/)

Bezeichnungen: Fiir das eindeutig bestimmte Element y in A4) schreibt man —z und fiir

x
y in My) 1. AuBerdem setzt man z —y := x4+ (—y) und — :=x-2~' (falls 2 # 0).
z
Vereinfachend ist x -y =: xy gebréuchlich.

AuBlerdem setzt man fest: ” Punktrechnung geht vor Strichrechnung*.
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(1.3) Weitere Rechenregeln: Fiir alle xz,y € R gilt:

a) —(—z)=z= (/) b) —(z+y)=-z—y c) £:0=0 (v)
d) (=)t =z (z#0)

e) (t#A0undy #0) <= z-y#0 (V)

f) (zx-y) =z l.y tfalsz-y#0

g) (—z) - y=—(z-y) h) (-z)-(—y)==z-y

Reelle Zahlen lassen sich mit der Kleiner—gleich-Beziehung der Grofie nach vergleichen. Diese
”Ordnungsrelation* hat die in (1.4) und (1.5) angegebenen Grundeigenschaften.

(1.4) Axiome fiir < auf R

O;) Firalex € Rgilt: x <z (Reflexivitit)

O;) Firallez,y e Rgiltt z <y und y<ax — x=y
(Antisymmetrie)

O3) Firalexz,y,z€ Rgiltt e <y und y<z — x<z
(Transitivitit)

O4) Firallex,y € Rygilt: « <y oder y < x (Linearitit)

(1.5) Vertréglichkeit von < mit + und -

O4s) Firallex,y e Rgiltt e <y =— z+2<y+z firallez € R

Opn) Firallexz,y e Rgiltt e <y = x-z2<y-z firallez € R
mit z > 0

Man sagt: (R, +, -, <) ist ein angeordneter Korper .
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(1.6) BEM: Fir alle x € R gilt:
Q) <0 = —2>0 (V) b)a2>0. (y)
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(1.7) DEF: Fiir z,y € R bedeute x < y (echt kleiner), dal < y und = # y gilt. Man

schreibt dafiir auch y > « (echt grofler) .

(1.8) BEM: a) Fiir alle x,y,z € R gilt:
i) t<y = z4+z<y+z (V)
i) z<yundz>0 — zxz-2<y-z

i) c<yundy<z —= x=<z
b) Fiir je zwei reelle Zahlen x, y gilt genau einer der drei Félle:

x <y oder x =y oder « > y.

(1.9) DEF: Sei « € R eine beliebige reelle Zahl.
a) Die grofite ganze Zahl < x heiit floor von @ und wird mit || bezeichnet.

b) Die kleinste ganze Zahl > x heifit ceiling von @ und wird mit [x] bezeichnet.

(1.10) SATZ: Fiir x € R und m,n € 7 gilt:
a) [z =m <= m<zx<m+1

b) [z]=n <= n—-1<z<n

(1.11) DEF: Fir x € R ist der Betrag |x| definiert durch

2| = x Lfallsx >0
TI= -2 L fallsz <0

(1.12) Eigenschaften des Betrages: Fiir alle z,y € R gilt:

a) |z >0 b) || =0 <— x=0 c) || =|— x|
d) —lz|<z<l|z| e |z -yl =lz[-]y] (V)

f) | +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung)

g) |z +yl = |z| -yl




