Lineare Algebra I (WS 2004/05)

Losungen 13. ﬂ'bung

44. Aufgabe: (24+1+1P)
a) Wir zeigen zunéchst: sind a und b linear unabhéngig, dann gilt: a18; — afy # 0. Wir fithren
einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, o132 — as(3y = 0. Da a und b linear unabhéngig sind, gilt
a # 09 und b # 05. Wir konnen also annehmen, dafl entweder a; # 0 oder as # 0; o0BdA nehmen wir
an, daB gilt: a; # 0. Dann:

(6
By = B —.
aq
Es gilt:
a B
Bra—aib =51 (3) o1 (582 ) = (§).

Da aber mindestens «q # 0, ist dies ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von a und b.

Wir zeigen nun die umgekehrte, Richtung. Wenn gilt a1 82 — g1 # 0, dann gilt a # 02 und b # 0o,
und insbesondere gilt: a7 # 0 oder as # 0. Sei o0BdA a7 # 0 und seien A\, 4 € R so, dafl Aa + ub = 0.
Dies ist dquivalent zu der Behauptung, daf§ A und p das folgende lineare Gleichungssystem lésen:

(o 5) ()= ()

Durch Zeilenumformung erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem:

(5 5 a) () = ()
0 Bo—3201) \x2) \0

Da gilt Gy — g—f 081 # 0 folgt, dafl das Gleichungssystem die eindeutige Losung A = p = 0 besitzt, d.h.
a und b sind linear unabhéngig.

b) Seien ay,as, a3 € R? und A1, A2, A3 € R so, daB A\ja; + Asas + Azaz = 0. Dies ist Aquivalent dazu,
daB A1, Ag, A3 das folgende homogene Gleichungssystem l6sen:

X1
(a1 as ag) xT9 :027
€3

wobei die a; die Spaltenvektoren der Matrix sind. Da der Rang der Matrix (a1 a2 a3 ) aber héchstens

A 0
zwei ist, bedeutet dies, dal das Gleichungssystem eine nichttriviale Losung <§; > # <8> besitzt, d.h.
3
die Vektoren ai, as, a3 sind linear abhéngig.

c) Da R? # 0, muB jedes Erzeugendensystem — und insbesondere jede Basis — von R? mindestens
ein Element enthalten. Sei {v1,...,v,} eine Basis von R?. Angenommen n > 2, dann sind nach
Teil b) mindestens drei Vektoren aus den v; linear abhéngig, was ein Widerspruchzur linearen Un-
abhéngigkeit der vy, ...,v, ist. Also gilt: n < 2.

Angenommen, es gilt n = 1, d.h. R? = Ru;. Schreibe v; = (4}), dann ist leicht einzusehen, daB
z.B. der Vektor ( ‘) kein Vielfaches von v; ist, also v; nicht ganz R? erzeugt. Da R? endlich erzeugt
ist, besitzt R? eine endliche Basis nach Satz 12.14 der Vorlesung, die somit die Lénge 2 haben mus8.

Bemerkung: Nachdem in der Vorlesung die Theorie weiterentwickelt worden ist, sind die Aufgaben
b) und c) eine unmittelbare Folgerung aus (13.3) bzw. (13.4b), wenn man beriicksichtigt, dal R? eine
zweielementige Basis besitzt, ndmlich die kanonische Basis {e1,ez}.



45. Aufgabe: (3P)

Behauptung: die Menge B := {w;;11]|i = 1,2,...,n — 1} ist eine maximale linear unabhéngige
Teilmenge von {w;; | 1 <i < j <n}.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafl die Menge B linear unabhéngig ist. Seien a1, ...,a,—1 € R so dafl
Z?;ll QW 541 = 0. Dann gilt:

n—1

0= E QWi 41
=1
n—1

= Z ai(vi - Uz‘+1)

i=1

n—1 n
= E @;v; — E @G- 10;
= o + 5 i — Q1 Uz+an 1Un

Da die v; linear unabhéngig sind, folgt nach Koeffizientenvergleich: oy = «,, = 0 sowie a; = ;41 fiir
2 < i <n—2. Daraus folgt, da8 0 = a1 = ap = a3 = -+ = ap—1 = 0, also sind die w; ;41 linear
unabhéngig.

Nun zeigen wir, da8 B eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von {w;;} ist. Wir fiihren
einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibt eine linear unabhéngige Menge B’ mit B € B’ C
{wsj | i < j}, die echt groBer als B ist, d.h. es existiert ein w;; € B'\ B. Dann gilt: |i — j| > 1. Dieses
w;; konnen wir aber schreiben als Linearkombination der w;;11, denn:

Jj—1 Jj—1 Jj—1 J J—
Zwmﬁ_l :Z(vk—ka) :ka Z V=V Z (Vg — vg) — vj = V; — vV = W4
k=i k=i k=i k=i+1

Somit haben wir einen Widerspruch zur linearen Unabangigkeit von B’.
Es folgt, daB8 B eine Basis des von den {w;;} erzeugten Untervektorraumes ist (Satz 12.13 aus der
Vorlesung). qed
Wir ergénzen nun die Basis: Behauptung: {vi} U {w; 1|1 < i < n} ist eine Basis von V.
Beweis: Lineare Unabhéangigkeit.Seien «, 81, ...,0,—1 € R, so dafl avy + Z?;ll Biw; i1 = 0. Dann:

n—1
0=avi + Y Biwiit
i=1
n—1
= avy + Y Bi(vigr — i)
i—1
n n—1
=avi+ Y Bivi— Y _ Biv;
i—2 i=1

n—1
= avy + 8101 + Bro1vn + Y _(Bic1 — Bi)v;
=2

Aus der linearen Unabhéngigkeit der v; folgt nun, dafl 8,1 = 0 und ;1 = §; fiir alle 1 < i < n und
somit: f; = 0 fiir alle 1 < ¢ < n. Mit (o + f1)v; = 0 und 3; = 0 folgt somit auch o = 0.



Um zu zeigen, dafl die vy, w; ;41 V erzeugen, geniigt es zu zeigen, daf alle v; in Lg (v, w1 2, . .

enthalten sind. Im Falle ¢ = 1 ist dies trivialerweise erfillt. Sei 1 < i < n, dann:
% i—1
vy + Z wjj+1 = v1 + Z(UjJrl —vj)
j=1 J=1

i—1 i—1
:1)1+?)i—1)1+g Uj—g (o
Jj=2 Jj=2

:’Ul-

46. Aufgabe: (2+1+2P)

3

o) wn—l,n)

qed

a) Sei zunéchst b € Lgr(a1,...,a,), dann gibt es A1,..., A\, € R, so daB > | \ja; = b. Es folgt also

fir jede Zeile (1 <1i < m):
aitA1 =+ -+ GinAn = by,

ag1 )\1
wobel a; = < : >, d.h. inbesondere 16st der Vektor ( : ) das Gleichungssystem
Qin An
a1rr + ...+ apxn = b
ami1 + ... + amnrs = by

A1

(1)

Um die Rckrichtung zu zeigen, betrachte eine Losung A = ( : ) des Gleichungssystems Ax = b.

An
Dann gilt:

A1 n
A)\:(alan)<>:Z)\laZ:b,
An i=1

also b € Lr{ai,...,an}.

qed.

b) Es gilt: aq,...,a, bilden ein Erzeugendensystem von R™ genau dann wenn b € Lr{ai,...,a,}
fiir jedes b € R™. Dies ist nach Teil a) wiederum &quivalent dazu, daf das lineare Gleichungssystem

Ax = b fir jedes b € R™ losbar ist.

qed.

c) Seien Ay,..., A\, € RsodaB ) " | A\ja; = 0,,. Durch explizites (komponentenweises) Umschreiben
erhalten wir das Gleichungssystem (1) und sehen, dafl die a; linear unabhéingig sind genau dann wenn

(1) nur die triviale Losung besitzt.



47. Aufgabe: (1+2P)

a) Wir testen die Untervektorraumaxiome U1, U2, U3 aus Def. 10.13 der Vorlesung. Betrachte
zunéchst den Untervektorraum U;. Sind f,g € Ui, dann gilt (f + g)(—z) = f(—z) + g(—2) =
—f(z) —g(x) = =(f + g)() fir alle z € R, also f+ g € Uy = Ul. Sei Oy € V die Nullfunktion, d.h.
Oy (z) = 0 fiir alle z € R. Dann gilt: Oy (—z) = 0= —0y(x), also Oy € Uy = U2. Seir € R, f € Uy,
dann: 7+ f(—z) =r- (= f(z)) = —(r- f(z)) fir alle z € R, also r - f € Uy = U3.

Wir betrachten nun Us. Sind f, g € Us, dann gilt (f + g)(—z) = f(—x) + g(—x) = f(z) + g(z) =
(f + g)(x) fir alle z € R, also f 4+ g € Uy = Ul. Auflerdem: Oy (—z) = 0 = Oy (z), also Oy € U,
= U2. Seir € R, f € Uy, dann: r - f(—x) =r- f(z) fir alle z € R, also r - f € Uy = U3.

b) Sei f € V beliebig. Wir definieren f*, f* € V durch: f*(z) = f(x) + f(—=z) fir alle x € R und
f%zx) = f(z) — f(—=x) fir alle z € R.
Behauptung: f* € Uy und f* € Us.
Beweis: [*(~) = f(—x) — f(~(—2)) = f(~2) — f(&) = —(F(x) — f(~2)) = —f*(z) fiir alle € R
= f*e U.
FH() = F(—a)+ F(~(=2)) = F(~2) + £(£) = £(z) + f(~) = f*(a) fiir alle 2 € R = f* € Uy,
qed.
Es gilt: f(z) = 3(f(z) — f(—=2) + f(x) + f(—z)) = $(f%z) + f5(z)) fiir alle 2 € R, also
f= %(fa + f*). Daraus folgt, da V' = Uj + Uy. Es bleibt zu zeigen, dal U; N Us = {0}. Wie
in Teil a) schon gesehen, ist 0 = Oy € Uy NUs,. Sei nun f € Uy N Uy beliebig, dann gilt fiir jedes
z€R: f(x) =—f(—zx)und f(z) = f(—=z), dh. —f(—x) = f(—=x), d.h. f(—z) =0, also offensichtlich
f(x) =0 fiir jedes € R, d.h. f =0y =0. qed.



