Lineare Algebra I (WS 2004/05)

Losungen 12. Ubung

40. Aufgabe: (1+1+1+1P)
a) T ist ein Vektorraum.
Beweis: Wir zeigen, dal Uy, Us, Us (s. Def. 10.13 aus der Vorlesung) gelten.

V4 w4
Wy + V3 + W3 + Vg + Wy = (vl+v2+vg+v4)+(w1+w2+w3+w4) =04+0=0.
Us: der Nullvektor 0 € R? ist offensichtlich in 7.
Us: ist v € T und r € R, dann gilt: 0 = r - (v1 + vy + v3 + v4) = rvy + rv2 + T3 + rvy, also ist auch
r-vel. qed

V1 w1
Uy: sind v = <§j§> und w = (%ﬁ) Losungen von 1 + xo + 23 + x4 = 0, dann gilt v1 + wy + vo +

b) T enthélt nicht den Nullvektor und ist somit kein Untervektorraum.

c) T ist ein Vektorraum.

Beweis: Wir zeigen, dal Uy, Us, Us (s. Def. 10.13 aus der Vorlesung) gelten.

Ui: betrachte zwei Elemente v,w € T. Dann gilt: v +wg+ve+wy = (v1 +v2)+ (w1 +w2) =04+0=10
und vz + w3 + vg + wy = (v3 +w3) + (v4 +wyg) =0+ 0 =0, also ist auch v +w € T.

Us: der Nullvektor erfiillt offensichtlich die Bedingung fiir 7.

Us: Seinun v € T und r € R, dann gilt: rv; +7v9 = r(v1 +v2) =7-0 = 0 und rvs+7rvg = r(v3+vg) =
r-0=0, also ist auch r-v € T. qed

1 0
d) T ist kein Untervektorraum. z. B. sind v = <%) und w = (%) enthalten in 7', aber flir v +w
0 1

gilt: (v +wi — (va+w2)) (v3+ws— (La4+wy)) =1-2)2-1)=-1-1=-1,dh. v+w¢T.

41. Aufgabe: (3 +32+ 32+ 3P)

a) Fallunterscheidung: 1. F =0, dann ist Lg(F) = {0} C Lr(F). 2. E # 0. Sei u € Lg(F). Dann
ist u eine endliche Linearkombination von Elementen in FE; da eine endliche Linearkombination von
Elementen in E auch eine endliche Linearkombination von Elementen in F ist, ist somit u € Lg(F).

b) Wir zeigen zunéchst Lr(E) C Y cpRv. Sei u € Lr(E), dann ist u = ) ; a,v, wobei I C E
eine endliche Teilmenge ist. Fiir jedes v € I ist a,v € R, und somit ist u € > _; Rv und nach Teil
a) folgtaus I C B, daBu € ), . Ro.

Nun zeigen wir die umgekehrte Inklusion. Sei u € ) .pRv, dann ist v = Y _;w, fiir eine
endliche Teilmenge I C F und w, € Rv. Dann gilt fir jedes v € I, dafl w, = a,v fir a, € R und
somit ist u eine endliche Linearkombination von Elementen in E, also u € Lg(F).

vel

c) Die Inklusion Lg(F) C Lr(Lr(F)) ist offensichtlich. Sei nun v € Lr(Lr(F)), dann gilt u =
Y ver Qwv, wobei I € Ly (E) eine endliche Teilmenge und jedes v € Lr(F). Dann gilt fiir jedes v € E,
dafl v = Zwer Buwow wobel J, C E und (B, € R fiir jedes v € I. Somit gilt:

=Y "on( Y Buow) = (D awBuew) =Y > (awfuwn)w,

vel weJy vel wedy vel wedy

d.h. w ist eine endliche Linearkombination von Elementen in F.



d) Sei zunédchst U C V ein Untervektorraum von V. Die Inklusion U C Lg(U) ist offensichtlich. Sei
nun u € LR(U), dann v = ) ;oo fiir eine endliche Teilmenge I C U, und es folgt mit Aufgabe 38
b), daB uw € U, d.h. Lg(U) CU.

Sei nun umgekehrt Lr(U) = U. Nach (11.9) der Vorlesung ist Lr(U) ein Untervektorraum, damit
ist auch U ein Untervektorraum. qged

Hier noch einmal ein Beweis dafiir, da} Lg(U) ein Untervektorraum von V ist:

Ist u=7) ;v e Lr(U) fiir eine endliche Teilmenge I C U, dannist auch 0 =0-u=0-) ;v =
Y ver 0 ayv € LR(U) und somit erfiillt Lg(U) Us.

Seien nun u,w € LR(U) mit u =) ;v und w =) .;Byv mit I,J C U endliche Teilmengen.
Wir setzen K := I UJ und schreiben u = ZUeK a,v und w = ZUeK Byv, wobel wir setzen «,, = 0 fiir
ve K\ITand f, =0fiirve K\J. Dann gilt: u+w =" p v+ cx Bo¥ = D ci (0w +By)v €
Lr(U), d.h. Uy gilt. fir Lr(U).

Firu=7) c;ov € Lr(U)undr e Rgilt: r-u=r-3 ;ov=> ;7 -oveLr(U),dh Us
gilt. qged

Alternative Losung von Aufgabe 41

Benutzt man Satz (11.10a) der Vorlesung, der besagt, dal Lr(E) der kleinste Untervektorraum von
V ist, der E umfafit, so a3t sich auch folgendermaflen argumentieren:

a) Wegen E C F C Lg(F) ist Lgr(F) ein Untervektorraum von V, der E umfafit, also
Lr(E) C Lr(F).

b) S:=3 cpRuvist ein Untervektorraum von V mit E' C S. Folglich Lr(E) C S.

S C Lg(F) wird wie oben bewiesen.

d) “==" U sei ein Untervektorraum von V. Wegen U C U folgt dann Lg(U) CU. Da U C Lg(U)
immer gilt, folgt die Behauptung Lg(U) =U .

“«<=" Klar, da Lg(U) ein Untervektorraum von V ist.

c) U := Ly(E) ist ein Untervektorraum von V. Nach d) gilt Lr(U) = U, also Lr(Lr(E)) = Lr(E).

42. Aufgabe: (2+2P)
Vorbemerkung: in beiden Fallen ist die Nullmatrix offensichtlich in 7' enthalten, so dafl wir das
Untervektorraumaxiom Us nicht mehr explizit nachpriifen.

a) Ur: ABeT, A= (i) B=(phz)=A+B=(uinmwhe). Dam oy + by =
a2 +b1g,also A+ BeT.

Us: Firr € Rund A € T gilt: rasy =raa =r-AecT.
Behauptung: Die folgenden Matrizen sind linear unabhéngig und jede Matrix aus 7' 148t sich als
Linearkombination von diesen Matrizen darstellen:

10 00 0 1
5 (o) 2= (0 1) 2= (000)

Beweis: Lineare Unabhéngigkeit: seien aq, s, a3 € R so dafl a1 F1 + asFs + agFE3 = 0, dann gilt
komponentenweise: o = 0, as = 0 und az = 0, d.h. die Matrizen Ei, Fs, F3 sind linear unabhangig.

Darstellung der Matrizen A = (gi! g12) € T: wir setzen a1 = a1, 2 = agg, a3 = aj2, dann gilt:
Y aiB = (@ a2) = A, da a1y = ag.



b) Uy: AABeT, A+ B= (aij%—bij) und aij+bl-j :aji—}—bﬂ = A+BeT.
Us: AcT,re R=1r-A=(r-ay)und ra;; =raj; =r-AcT.
Wir betrachten die Menge der im Matrizenraum M, ,,(R) linear unabhéngigen Elemente F;; =

(ez), wobei e} =

i 1 wenni=Fkund k=1

0 sonst. '

Firi=1,...,n setzen wir F; := Fy;.

Fir alle 4,7 = 1,...,n mit ¢ < j setzen wir F;; = F;; + Ej;.

Behauptung: Die Matrizen E;, Fj; gehoren zu T' und sind linear unabhéingig, und jede Matrix aus T’
148t sich als Linearkombination von diesen Matrizen darstellen.

Beweis: Seien a,...,a, € Rund 3;; e Rfirl1 <i<j<mn,soda >, O‘iEi“'Zngjgn Bi; Fij = 0.

Dann folgt sofort komponentenweise, dal a; = -+ = o, = 0 und 3;; = 0 fiir alle 1 <7 < j < n, also
sind die Matrizen Fj;, Fj; linear unabhangig.

Sei nun A = (a;5) € T, dann setzen wir «; :=a;; fir i =1,...,nund B :=a;; fir 1 <i < j <n.
Es folgt, dal A =>"7" | o E; + > 1<icj<n BigFij, da ay; = aj; fiir i < j. qed

43. Aufgabe: (2P)

Die Addition und Skalarmultiplikation auf V' x W ist wie folgt definiert: seien (vq,w;), (ve,ws) €
V x W, dann ist (vi,w1) + (ve,ws) := (v1 + vo, w1 + wa), und fir (v,w) € V.x W und r € R ist
r- (v,w) := (r-v,r-w). Wir priifen nun die Axiome (A0)-(A4) und (SM0)-(SM4) aus Def. 4.3 der
Vorlesung nach. Seien (v1,w1), (ve, w2), (vs,w3) € V.x W und r,s € R.

(A0): (vi,w1) + (vo,ws) = (v1 + Vo, w1 +w2) €V X W

(A1): (vi,w1) + (v2,wa) = (v1 + Vo, w1 + wa) = (V2 +v1, w2 +w1) = (v2,wa) + (vi,w1).

(A2): (vi,w1)+ ((v2, w2) + (v2, w2)) = (v1,w1)+ (V2 +v3, wa +w3) = (V1 + (V2 +v3), w1 + (W2 +w3)) =
((v1 +v2) + v3, (W1 +wa) +w3) = ((vi,w1) + (v2,w2)) + (v, ws).

(A3): Das Nullelement ist gegeben durch (0,0) € V- x W: (0,0) + (v1,w1) = (0+v1,04+w;) = (v1,w)
und (v, w1) + (0,0) = (v1 + 0,w1 +0) = (v1,wy).

(A4): Das Negative ist gegeben durch die Negativen der Komponenten: —(vy,w;) = (—v1, —wq).
Dann gilt: (vy,w2) + ( — (Ul,wg)) = (v1 —v1,w; —wy) = (0,0).

(SMO): r(vi,wy) = (rvi,rwy) € V. x W

(SM1): r((vl,wl)—i—(vg,wg)) = r(vy +ve, w1 +wa) = (rvy +rvy, rwy +rwe) = (ruy, rwy )+ (rvg, rwy) =
r(vy,wy) + r(ve, we).

(SM2): (r + s)(vi,wy) = ((r + s)v1, (r + s)w1) = (rvg + svi, rwy + swi) = r(vy, rwr) + s(vy, wy).
(SM3): 7(s(v1,w1)) = r(svy, swy) = (rsvy, rswi) = (rs)(vy, wr).

(SM4) 1- (1)1,?1}1) = (11)1,111)1) = (vl,wl).



