Lineare Algebra I (WS 2004/05)

Losungen 11. Ubung

36. Aufgabe: (3P) Durch elementare Zeilenumformungen wird die erweiterte Koeffizienten-
matrix (A|b) € Mgs(IR) auf Treppenform 7" gebracht (das Ergebnis ist eindeutig!):

2 0 72 0 0 9
0 0 32 0 0 7
0O 0 0 00 0 5
T .=
0O 0 0 00 O 0
0O 0 0O OO O 0 o0
O 0 0O OO O 0 O

Die charakteristischen Indizes sind 1,3,6 und 7. Durch Einfiigen und/oder Léschen von Null-
zeilen wird aus 7" eine (7 x 8)-Matrix B gebildet, so da die Einsen der Einheitsvektoren zu
den Indizes 1,3,6 und 7 jetzt auf der Hauptdiagonale von B stehen:

2.0 72 0 09
00 0 00 O0 0 0
0 0 32 0 0 7
B=| 000 000 0 0
00 0 000 00
00 0 00 0 5
000 0 00 0 0
Ersetze die Nullen der Hauptdiagonale von B durch —1:
1 2 0 7 2 009
0[-1]o o 0 000
00 1 3 2 007
C=10 0 011 0 000
0 0 0 0 [-1]0oo0 o0
00 0 0 0 105
00 0 0 0 010

Die drei Spalten von C, in die —1 eingesetzt wurde, sollen der Reihe nach mit vy, vy, v3 bezeich-
net werden, die letzte Spalte von C' mit u. Nach Satz (10.26) ist dann u eine spezielle Losung
von Ax = b (d.h. Au = b), und die Spalten vy, vo, v3 bilden eine Basis des Losungsraumes des
zugehorigen homogenen LGS’s Az = o4, und es gilt:

Los(A,b) = {u+ ajv; + agvg + agvg | o, an, 3 € R }



9 2 7 2 )
0 —1 0 0
7 0 3 2
Los(A,b) = Ol+a; ] O |4+ —-1]+4+a3]| O ap, a9, a3 € R
0 0 0 —1
5 0 0 0
L \o 0 0 0 )

37. Aufgabe: (2+2+2P)
a) Das Gleichungssystem G; kann durch elementare Zeilenumformungen in das Gleichungssys-
tem G umgeformt werden. Die zweite Zeile von G5 erhalt man, indem man das siebenfache
der dritten Zeile von GG; auf die zweite von (G; addiert. Die dritte Zeile von (G5 erhilt man,
indem man die erste von der dritten Zeile in G; subtrahiert. Somit haben GG; und G4 die gleiche
Losungsmenge.
b) Wir formen zunéchst G; um, indem wir die dritte Zeile auf die erste Zeile addieren, und
wir erhalten:

121‘1 + 61‘2 + 9£L'3 = 12

4371 -+ 2332 —+ 3%3 = 4

Try + dxy + dzz = 11

Dann ziehen wir die erste Zeile multipliziert mit % von der zweiten Zeile ab, und die ziehen wir
die erste Zeile multipliziert mit % von der dritten Zeile ab. Wir erhalten:

12561 —+ 6%2 —+ 9%3 = 12
0 + 0 + 0 = 0
%IL‘Q — il‘g = 4

Wir formen nun G5 um. Nach Addition der dritten auf die zweite Zeile bekommen wir:

12331 + 6%2 + 9%3 = 12
0 + 0 + 0 = 0
—gl‘l — %IL‘Q — 2£L'3 = —%

Wir multiplizieren die dritte Zeile mit 2:

].21‘1 + 61‘2 + 9£L'3 = 12
0 + 0 + 0 = 0
—5331 — Ty — 4563 = -1

und addieren das %—fache der ersten Zeile auf die dritte Zeile:

12561 —+ 6%2 —+ 9%3 = 12
0 + 0 + 0 0
%IL‘Q — il‘g = 4

Somit haben wir G; und G, in dasselbe Gleichungssystem tiberfiihrt, und somit haben beide
Gleichungssysteme dieselbe Losungsmenge.
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c) Wir formen zundchst G; um; wir subtrahieren das 4-fache der ersten Zeile von der zweiten
Zeile und das 7-fache der ersten Zeile von der dritten:

1 + 2z + 3xg = 4
—3272 — 6273 = —11
—61‘2 - 12273 = —22.
Wir subtrahieren das 2-fache der zweiten von der dritten Zeile:
xr1 + 2£L'2 -+ 31‘3 = 4
—3272 — 6273 = —11,

d.h. 1 ist unterbestimmt mit einem freien Parameter.
Betrachten wir nun Go. Wir subtrahieren das 4-fache der zweiten Zeile von der ersten Zeile
und das 7-fache der zweiten Zeile von der dritten:

—3£L‘2 + 2£L'3 = —10
X1 + 2£L'2 + 3£L'3 = 4
—6£L‘2 + 2£L'3 = —23
Wir subtrahieren das 2-fache der ersten von der dritten Zeile:
—3272 + 2%3 = —10
Ty + 2y + 3ry = 4
—2£L‘3 = =3

Das Gleichungssystem G5 hat also genau eine Losung und ist somit nicht aquivalent zu G.

38. Aufgabe: (1+2+2P)
a) Induktionsanfang: n = 1, dann gilt: r - Zil:l Vi =10 = 23:1 r-v;. Sei nun n > 1, dann:
Ty v =1 (Z?;ll vj+v,) =7 S v; + 7 - v,. Nach Induktionsvoraussetzung ist nun:

n—1 - n—1 . n
T i VT Uy =D T v T v, = Y T

b) Zuerst nehmen wir an, dal U ein Untervektorraum ist. Fiir n = 1 gilt dann nach Axiom
U; (Definition 10.13): oy - vy € U. Furn > 1 gilt: > " o0 = E?;ll a;v; + apv,. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt: ET.L;II a,v; € U; weiterhin gilt, da U Untervektorraum: a,v, € U,
und somit nach Axiom Uj: Z;:j QU 4+ apv, = oy € UL

Umgekehrt gelte, daf fiir alle vy,...,v, € Uund ay,...,a, € Rauch Y | a;v; € U. Dann
betrachten wir folgende Spezialfélle: fir n = 1 gilt ayv, € U fiir alle a3 € R und alle v; € U,
was aquivalent ist zu Us. Wahlt man oy = 0, folgt, dal der Nullvektor in U enthalten und somit
U, erfillt ist. Fir n = 2 seien vy, vy € U, dann gilt fiir o = ap = 1, so daf gilt: vy + vy € U.
Somit ist U erfiillt.

c) Induktionsanfang: fiir r = 1 ist die Aussage offensichtlich richtig. Betrachten wir jetzt den
Fall r = 2. Wir schreiben explizit fiir Az = b:

1 1 —
aprr + o+ AT+ 0T+ A+ 0T, = b
1 1 —
U171 + o F Amyng Tna + 0'In1+1 + - T O'xn1+n2 - blml

2 2 —

O-2y + -+ +  0-mpy +  afy Tpyp1r + 0+ A0, Tnign, = b

2 2 _
0'331 + o+ O'xnl + Qa1 Tng+l + o+ UmonsTnitne = bmzl
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wobei Ay = (a;;), Ay = (af;). Setzt man nun den Vektor y ein, dann hat man fiir die ersten m;
Zeilen:

ahyu + - + a’%nlylnl + 0~y21 + -+ O~y2n2 = bll

QY11 + 0 G Y+ 0cyn A+ o 4 0y, = bom,

und fur die Zeilen m; + 1 bis my + my:

O-yn + -+ + 0.y, + ahya + -+ + a%myzm = by
O-yu + -+ 0y + apyor + 0+ GhnYon = Do
Wir sehen also, dafl y eine Losung des Gleichungssystems Ax = b ist.
Y11
Sei nun r > 2. Nach Induktionsvoraussetzung ist y = : Losung des Gle-
y'f‘*l,nr—l
A 0 ... ... 0 b
. ' 0 A, 0 ... 0 1 '
ichungssystems A’z = b, wobei A’ = | . ) und b = : . Wir
0 ... 0 Ay b=t
wenden nun den Fall » = 2 an fiir die Gleichungssysteme A’z = b und A,z = b,, und wir
Y1
erhalten so, dafl y = : eine Losung des Gleichungssystems Ax = b ist.
yrnr

39. Aufgabe: (5P)

(A) Wir zeigen zunéchst folgende verallgemeinerte Dreiecksungleichung: Fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 0 und zy,...,z, € Rogilt: | >0 x| <0 |zl
Beweis: durch vollstdndige Induktion. Im Falle n = 1 ist die Behauptung offensichtlich wahr.
Unten werden wir benutzen, dafl der Fall n = 2 bereits in der Vorlesung bewiesen wurde. Sei
nun n > 1 und gelte | Z;le yi| < Z;:ll ly;| fiir alle yq,...,y,-1 € R. Wir haben

n n—1
> @l =1 i+
i=1 i=1
n—1
<| Z x;| + |z,| nach Dreiecksungleichung
i=1

n—1
< Z |x;| + |z,| nach Induktionsvoraussetzung
i=1

n
=2_lail
=1

ged.
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(B) Seien z1,...,x, € R, y1,...,yn € R und z; < y; fir alle i € {1,...,n}. Dann gilt:
D i1 Ti S Dy Ui
Beweis: durch vollstdndige Induktion. Im Falle n = 1 ist die Behauptung offensichtlich wahr.
Seinunn > 1, dann gilt > " | 2, = > 11 ri+x, < 2?2—11 y; +, nach Induktionsvoraussetzung
Weiterhin gilt nach Axiom O4 (Definition 1.5 aus der Vorlesung): Y " Ly, < ZZ 1 Yityn =
> i, Yi, und somit folgt die Behauptung. qed.

Betrachten wir nun das Gleichungssystem. Da das dieses homogen ist, ist der Nullvektor

0 21
T = < ) offensichtlich eine mégliche Losung. Nun betrachte eine beliebige Losung < : ), die
0 Zn
vom Nullvektor verschieden ist. Wir wéhlen ko € {1,...,n} so, daf |zj,| maximal ist. Dann

gilt:

n

O = | Z akoizi|
i=1
n

= \ Z ak0¢2i|

- ‘ Z akozzl + akokozko‘
z;éko
> |aroko Zko| — | Z ar,izi|  siehe Hinweis in der Aufgabe
Zl;fk‘lo
2 ‘akokozk‘o‘ - Z ‘akoizi‘ nach (A)
@-;Zko
= ‘akokozko‘ Z |a’kol||zZ
z;éko
> |aroko Zho | — Z lakoi||zk,|  mach (B), da |z;| < |z, fir alle 4

i=1
z’;ﬁko

‘akok‘o| Z ‘akol |zk0‘

z;éko
Nach Voraussetzung ist |ag,| — Eszl |agos| > 0 und somit 0 > (Jagew,| — ZT;;,Q |agil) 20| > 0,
1£K0 17RO

21
und somit erhalten wir einen Widerspruch zu der Annahme ( : ) # 0.

Zn



