Lineare Algebra I (WS 2004/05)

Losungen 10. I"Jbung

32. Aufgabe: (2P)
Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Fall: n = 1. In diesem Fall ist nur der Vektor v; = (v{) definiert, wobei v} = 1. vy ist somit
offensichtlich ungleich dem Nullvektor und somit linear unabhéngig. Ebenso offensichtlich sind alle
Elemente des R! als Vielfaches von v1.

2. Fall: n > 1. Seien a1,...a, € R gegeben, so daf§ gilt: «y -vi + -+ -y - v, = 0. Dann gilt

komponentenweise:
n
g aivg =0
i=1

fiir jedes j = 1,...,n. Da gilt vg =0 fiir j ¢ {i,i+ 1} und v} = v/ =1 fiir i < n, sowie vl =0 fiir
j #nund v; = 1, erhalten wir folgende Gleichungen:

a1:0

und
a; + ;41 =0

fir allei =1,...,n — 1. Fir jedes 1 < k < n betrachten wir:

k—1 A k—1 -
(—1)2—’—1(0@' + O[Z'Jrl) == (—1)Z+1 -0=0.
i=1 i=1
Wir formen um:
k—1 k—1
0= ( 1)Z+1(az + az+1) — ((_1)l+1a +( 1)z+1a +1)
i=1 i=1
k—1 k—1
— Z( 1)@-{-10% + Z(_l)z-i-lalJrl
i=1 =1
k—1 k
=2 (DMai+ ) (D'
i=1 =2
k—1 k '
— ( 1)z+1a Z(_l)H_lOZi
i=1 =2
k—1 A
= o1+ > (D)o — ) = (1) oy
=2
k—1
=a1+ Y (1) 0— (=1)Fay
=2

Da a; = 0 folgt somit aj = 0 fiir jedes k mit 1 < £ < n, und somit die lineare Unabhéngingkeit der
V.



Sei y = <:y1 ) € R ein beliebiges Element. Seien oy, ..., a, gegeben so dafl Y " | a;v; = y. Dann
gilt kompoﬁgntenweise:
a1 =N
und
QG + Qip1 = Yit1

fiir alle 1 < j < n. Ahnlich wie oben gilt dann fiir jedes 1 < k < n:

k k-1
S (=Dl =D (1) s+ aigr) = a1 — (=1)Fey,
=2 i=1

also: ay = (—=1)F Zle(—l)iyi, da a; = v1. Somit folgt: ist y eine Linearkombination der v;, dann
sind die Koeffizienten «; eindeutig festgelegt. Umgekehrt, fiir jedes y € R™ setzt man a; = y; und
o = (—1)F S5 (~1)gs. Dann folgt aus ag + agr = (—1)F S5, (—1)ig; + (— 1) SR (1), =
Yka1, dafl y eine Linearkombination der v; ist.

33. Aufgabe: (3P) Wir formen zunéchst das Gleichungssystem um. Zuerst addieren wir die erste
auf die dritte Zeile:

1 + 2z + x3 + x4 = 2
Ty + 2x3 + x4 = 2
—z9 — (14+Nzg — 4y = —p

Dann die zweite auf die dritte:

1 + 2x9 + T3 + x4 = 2
T2 + 2x3 + x4 = 2
(1= A)as = 2—pu

Wir unterscheiden nun folgende Fille:

1. Ist A =1 und p # 2, lautet die dritte Zeile: 0-x3 = 2 — u, wobei 2 — 1 # 0. Diese Gleichung ist
fiir kein 3 € R erfiillbar, und somit hat das Gleichungssystem keine Losung.

2. Ist A=1 und p = 2, kénnen wir die dritte Zeile vergessen und erhalten das Gleichungssystem

1 + 29 4+ x3 4+ x4 = 2
To + 2x3 + x4 = 2
Wir definieren die Parameter r,s € IR als: r := x3, s = x4 und erhalten so die Losungsmenge

L={(E)=(2)+r(3%)+s(})]|rseR}
3. Gilt A # 1 und p beliebig, dann haben wir:

r1 + 220 4+ a3 + 14 = 2
To + 223 4+ x4 = 2
3 = =%

xr3

A
442X —-3p
1-X 1
Mit 24 =: r € R als freien Parameter bekommen wir: L = {<£§> = (2(%) +7r (—01> | € R}.



34. Aufgabe: (2+2+2P)

a) Zu zeigen: die Untervektorraumaxiome (U1), (U2), (U3) gelten fir Uy N Us.

Zu (U1): seien z,y € Uy NUs. Dann gilt sowohl x +y € Uy als auch x +y € Us, da sowohl U; als auch
Us Untervektorraume von V sind.

Zu (U2): da sowohl 0 € Uy als auch 0 € Uy, gilt auch: 0 € Uy N Us.

Zu (U3): sei € Uy NUsz und r € R. Dann gilt: rz € Uy und rz € Us, da Uy, Us bereits Untervek-
torraume von V. Also: rx € Uy N Us.

b) Zu Ul: seien z,y € Uy + U, dann lassen sich x und y schreiben als © = x1 4+ x2, y = y1 + y2,
wobei z1,y; € Uy, x2,y2 € Us. Dann gilt: z+y =21 +z2+y1 +y2 = (1 +y1) + (2 + y2), und somit
z+y e U + Us.

ZuU2: 0€U; und 0 € Uy, somit 0 +0=0¢€ Uy + Us.

Zu U3: sei x € Uy + Us, so dal © = x1 + x5, wobei 1 € Uy und x9 € Us. Sei r € R, dann gilt:
r-x=r-(x1+x2) =rry +rxy. Mit rezq € Uy und rag € Us folgt ray + raxg € Uy + Us.

c) Sei U; UU; ein Untervektorraum von V. Angenommen, es existiert ein x € U \ Uy. Angenommen,
es existiert ein y € Us mit = + y € U, dann folgt: x = (v + y) — y € Usa, ein Widerspruch. Also folgt,
daBl z +y € U fiir jedes y € Uy. Somit folgt, dal y = (z + y) — = € Uy und somit Uy C U,. Analog
zeigt man, existiert ein « € Uy \ Uy, dann ist Uy C Us.

35. Aufgabe: (2+2P)

a) (Ul): Seien A, B zwei spurfreie Matrizen. Dann gilt Sp(A+ B) = Y 1 o(ark + bkk) = Y p—o Gkk +
Yr—obkk=04+0=0,also A+ B € S.

(U2): Sp(0) => 1 ,0=0,also 0 € S.

(U3): Seire R, Ae S, dann: Sp(r-A) =) rag=ry poakk=7-0=0,alsor-AeS.

b) Wir definieren folgende Matrizen: fiir i # j sei E;; = (ex)k,1=1,...,.n, Wobei

1 wennk=diundl =y
ekl =

0 sonst.
Firi=1,...,n —1 definieren wir F; = (fr1)k,i=1,...n, Wobei
1 wenn k=1=1
fuu=< -1 wenmnk=I1l=i+1
0 sonst.

Es ist klar, daf die E;; und F; spurfreie Matrizen sind.



Seien nun o;;; € R, mit i =1,...,n,j=1,...,nundi# jund B;, i =1,...,n — 1 so daB

Z aZ]EZ_] + Zﬁka = 0.

i,j=1,i#j

Dann gilt komponentenweise:
Oéij =0

firi=1,...,n,j=1,...,nund i # j und
Bit1— B =0 firl<k<n-1 und fy=/pF—1=0.

Im Falle n > 2 gilt fir 1 <l <n—2:

I l l
=Y (Brt1 =B =D _ B — Y B
k=1 k=1 k=1
=41 — b
= fir

und deshalb b1 =0 fiiralle 1 <[ <n — 2.
Seien nun A = (ai;)ij=1,.n und oy; € R, mit ¢ = 1,...,n, j = 1,...,n und i # j und 3,

i=1,...,n—1so dafl
Z 77 z]"’Zﬂka_
i,5=1,i#j]

Dann folgt komponentenweise:

n—1
Qij = Ay, ﬂl = a1, ﬂnfl = —Onpn = E Qs

wobei i # j (die letzte Gleichung folgt aus Sp(A4) = 0). Fir 1 <1 < n — 2 gilt:

z !
> ap =Y (Brsr — Br) = Biy1 — B,
k=2 k=1

also (111 = 2221 agg. Somit folgt, dafl die Koeffizienten «;;, B eindeutig festgelegt sind. Analog wie
in Aufgabe 32 folgert man, daf jede Matrix A als Linearkombination der E;; und der F; dargestellt
werden kann, wobei die o;; = a;; und f; = 2221 ks Bl = —Qpp = Z?:_f a;; (da A spurfrei).



