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§20. Differenzierbarkeit

Das Tangentenproblem: f : D — R sei eine Funktion und @ € D. Gesucht ist die Tan-
gente an den Graphen von f im Punkte (a, f(a)). Eine Tangente schneidet den Graphen in
einer geniigend kleinen Umgebung von a in genau einem Punkt, beriihrt den Graphen. An-
schaulich erhdlt man die Tangente in a aus einer Sekante durch den Punkt (a, f(a)), indem
man den zweiten Schnittpunkt (z, f(z)) gegen den Punkt (a, f(a)) streben 148t.

b iy 1) = (@)

Diese Sekante wird im Grenzfall £ — a zur Tangente. Der Grenzwert des Differenzenquo-
tienten ist dann die Steigung der Tangente. Der Differenzenquotient liefert eine Funktion

= tan(a) die Steigung einer Sekante durch (a, f(a)) (s. Bild néchste Seite).

D\{a} —-R , z+— f(z) = /(a)
r—a
. flx) = fla) . . : . . :
glgr(ll a4 ist dann die Steigung der Tangente. In einer geniigend kleinen Umgebung

a
von a kann also die Funktion f durch etwas “Lineares“ approximiert werden.

(20.1) DEF: f:D — R sei eine Funktion und a € D.

a) f heifit in a differenzierbar, wenn der Grenzwert lim M des Differenzenquo-

Tr—ra T —a
tienten (in R) existiert. Dieser Grenzwert heifit dann die Ableitung von f in a und wird
mit f’(a) bezeichnet.

b) f heifit (in D) differenzierbar, wenn f in jedem Punkt von D differenzierbar ist.
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Bezeichnungen: Esist f'(a) = lim f(z) = fla)

(falls dieser Grenzwert in IR existiert).
r—a r—a

Eine andere Schreibweise fiir f'(a) ist Ccll—f(a) (lies: df nach dz von f an der Stelle a).
T

Ist f: D — R differenzierbar, so wird durch z —— f'(z) eine Funktion f' : D — R
definiert (erste Ableitung von f). Ist f' wieder in a differenzierbar, so heifit

(f)(a) = f(a)

die zweite Ableitung von f in a. Allgemein ist die n—te Ableitung f(™(a) von f in a
rekursiv definiert durch

f™(a) = (") (a) (neN)
wobei der Rekursuionsanfang durch f(®(a) := f(a) gegeben ist. Man schreibt f’, f”, f" an
Stelle von f(1), f2) G,

Ist die Funktion f differenzierbar und ist f’ eine stetige Funktion, so nennt man f stetig
differenzierbar.

(20.2) BEISPIELE: a) Die konstante Funktion f : R — R, 2+ ¢ (c € R fest) ist
differenzierbar, und es gilt f’ = 0 (Nullabbildung).

b) Die Funktion f : R — R, 2 — cx (¢ € R fest) ist differenzierbar, und es ist
f' 1 x — ¢ eine konstante Funktion.
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1 —1
c) Die Funktion f: R\ {0} — R, z — — ist differenzierbar, und es gilt f'(z) = =
T

d) exp: R — R ist differenzierbar, und es gilt exp’ = exp.

_ h) —
Bew: Esgilt lim M = lim flath) = flo) , wobei der rechtsstehende Quotient
T—ra T —a h—0 h
nur fiir A # 0 definiert ist. Man erhalt fiir beliebiges a € IR:
_ at+h _ _a a.,h _ La h _ 1 .
exp(a-ﬁ—h})b exp(a) _ e - et e eh e _ af . O ] — et fir B0,

Folglich ist exp differenzierbar in a, und es gilt exp’(a) = exp(a). Die Funktion exp ist also
(auf ganz R) differenzierbar mit exp’ = exp.

00 hk
Nachweis von (x): Mit e = ,;)ﬁ ergibt sich:
1, ., 1 h* h* At h h? K N
%(6—1)=h<h+ +§+I+ _1+2+§+E+ — 1 fiir h—>0,
da eine Potenzreihe in ihrem Konvergenzbereich eine stetige Funktion darstellt. Es gilt also
r—1
lim =1
z—0 x

e) sin: R — R ist differenzierbar, und es gilt sin’ = cos.

' o
Bew: Nach (19.14a) gilt sin(z) —sin(z') = 2- cos (ac —;a: > - sin <$ 5 ° ) Daraus ergibt

sich

1 1 2a+h\ . [h 2a + h\ sin (%) .
1. o _ L. -l = - . Folglich
. [sin(a + h) — sin(a)] h 2 cos ( 5 ) sin (2> cos ( 5 ) b olglic

1 . 2a + h . sin (%)
hm [sm(a + h) —sin(a)] = limcos (T) . ’lLl_I)I(l) —

h—0

Der erste Grenzwert rechts ist gleich cos(a) , da cos stetig in 0 ist, der zweite ist 1 (dies zeigt
man mit Hilfe der Potenzreihe von sin wie in (20.2d)). Damit folgt:

hm ! [sm(a + h) —sin(a)] = cos(a)-1 = cos(a).

Folghch ist die Sinus—Funktion differenzierbar (auf ganz R), und es gilt sin’ = cos.

Wir halten noch fest: lim sin(z) =1
z—0 x
f) cos: R — R ist differenzierbar, und es gilt cos’ = — sin.
g) Die Betragsfunktion ist im Punkte 0 nicht differenzierbar.
. . — 10 1 fi .
Der Differenzenquotient im Punkte 0 ist M = m = arr >0 . Also existiert
z—0 T -1 firx <0

der Grenzwert des Differenzenquotienten im Punkte 0 nicht, so dafl die Betragsfunktion im
Punkte 0 nicht differenzierbar ist. Jedoch ist die Betragsfunktion im Punkte 0 stetig, so daf}
ia. gilt:
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!Achtung: f stetigin a =~ [ differenzierbar in a.

Es gilt jedoch die Umkehrung:

(20.3) SATZ: Ist die Funktion f: D — R im Punkte a € D differenzierbar, so ist sie
auch in a stetig.

Bew: Jiy[/(s) = f(a)] = Jimy | (e = 0)- LT < (o — )iy KOS -
0-f'(a)=0. Also lim f(z) = f(a) , d.h. f ist stetig in a.

(20.4) SATZ: Differentiationsregeln

Die Funktionen f,g: D — IR seien in a € D differenzierbar.

a) Dann sind auch die Funktionen f+g,¢f (¢ € R) und f-g in a differenzierbar, und es gilt:
(f £9)'(a) = f'(a) £¢'(a)  (Summenregel)

(cf)'(a) = cf'(a)

(f-9)(a)=f'(a)-g(a) + f(a)g'(a) (Produktregel)

b) Gilt g(a) # 0, so ist auch die Funktion / :{x |z € D,g(x) # 0} — R in a differenzier-
bar, und es gilt: I

(i)'(a) _ f'(a)g(a) = f(a)g'(a)

9

(Quotientenregel)

Bew: a) Die ersten beiden Regeln folgen aus den bekannten Grenzwertsitzen. Nachweis der
Produktregel:

Sei h:= f-g. Wir bilden den Differenzenquotienten von A in a:

hz) = h(a) _ fz)g(z) = fla)g(a) _ [f(z) = f(a)] - g(x) + f(a) - [9(x) — g(a)]

r—a r—a r—a
IO o) 1 p(a)- 229D (g 0
Srw 0@ —'(a)

(Hierbei wird benutzt, dafl g als differenzierbare Funktion nach (20.3) in a stetig ist !) Also:

tim MO MY 0y o) + £@) - o' (@),

T—a T —a

b) Ist g(a) # 0, so ist g auch in einer Umgebung von 0 ungleich Null, was aus der Stetigkeit von
1 1Y

g in a folgt. Man beweist zunéchst, da8 die Funktion — in a differenzierbar ist mit (—) (a) =
9 g

!
1
J (a)2. Danach wendet man die Produktregel auf f-— = / an.
9(a) 9 9
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(20.5) FOLG: a) Jede rationale Funktion ist differenzierbar

b) tan und cot sind differenzierbare Funktionen

c) Die hyperbolischen Funktionen sind differenzierbar.

(20.6) SATZ: Ableitung der Umkehrfunktion

Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall, f : D — IR eine stetige, streng monotone Funktion
und g : E — R die Umkehrfunktion von f (E = f(D)).

Ist dann f in @ € D differenzierbar und gilt f'(a) # 0, so ist g in b := f(a) € E differenzierbar,
und es ist

1 1

T @) )

g'(b)

Bew: Nach (18.16) ist g = f~' : E — R wieder stetig. Z.z.:

. gly) —g(b) _ 1
b YD f'(a)
in B

Sei (y,) eine beliebige Folge in E \ {b}, die gegen b konvergiert. Da f : D — E bijektiv ist,
gibt es z, € D\ {a} mit y, = f(z,) (<= =z, =9g(yn)). Da g in b stetig ist, folgt:

Zn = 9(Yn) — ¢(b) = a. Hieraus ergibt sich:

. 9(ym) —g(b) _ . Ton—a 1 o 1
A Un—b Jim, Flen) — fla) Jim, f)-1) = f/(a)
(Fiir () ist die Voraussetzung f'(a) # 0 erforderlich!) Folglich:

) — i @ -9 11
g'(b) = lim y—b fa) — f'(g(b))

(20.7) BEISPIELE: a) Der natiirliche Logarithmus In : Ry — R ist differenzierbar,

1
und es gilt In'(z) = —.
T

b) arcsin : | — 1,1[— R ist differenzierbar, und es ist arcsin’(z) = fiir

—l<z<l.

(20.8) SATZ: Kettenregel

f:D — Rund g : E — IR seien Funktionen, und es sei f(D) C E. Sind dann f in
a € D und g in f(a) € E differenzierbar, so ist auch die Hintereinanderausfiihrung g o f in a
differenzierbar, und es gilt:

(g0 f)(a) = ¢'(f(a))- f'(a)
(Man nennt hier ¢'(f(a)) die &ufBere und f'(a) die innere Ableitung).
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Beispiel: f(z) =sin(In(z)) (z > 0) ist als Hintereinanderausfithrung zweier differenzierbarer
Funktionen wieder differenzierbar, und es ist

f'(z) = sin'(In(x)) -In'(z) = cos(In(z)) - !

Z

Es folgen noch einige theoretische Untersuchungen differenzierbarer Funktionen. Es sei a < b
vorausgesetzt.

(20.9) DEF: Die Funktion f:D — R hat in dem Punkt zy € D ein lokales Minimum
(bzw. Maximum), wenn es ein € > 0 gibt mit:

i) I:=]xy—¢e,xz0+e] CD
ii) Veel:f(z)>f(zo) (baw. f(z) < f(wo) ).

Sammelbegriff: lokales Extremum.

(20.10) SATZ: Besitzt die Funktion f : D — R in xy € D ein lokales Extremum und ist
f in zq differenzierbar, so folgt: f'(zo) = 0.

Bew: f besitze in x ein lokales Maximum, d.h. es gibt ein € > 0 mit
flz) < f(xg) Vz€ |zg—ce,xz0+e[ =1

In I gilt damit: f(z)— f(xo) < 0. Sei nun (z,) eine Folge in D mit z,, < o V7 und (z,) — .
Dann folgt x, € I Vn > ny und damit

_ f(@n) = f(xo)
! = 1 >0

f (:L.O) n1—>nolo x'n, — -/LIO -
da der Zahler < 0 und der Nenner < 0 ist.
Sei nun (z},) eine Folge in D mit =), > zo Vn und (z,) — xo. Dann folgt z!, € I Vn > n; und
ot Fa3) ~ o

. x,) — i)
Fleo) =l = — =

da der Zdhler < 0 und der Nenner > 0 ist. Folglich:  f'(x¢) = 0.

<0

Beispiele: a) Die Funktion f : R — R, f(z) =2%+1 hat in 0 ein (lokales) Minimum, da
f(x)=2%+1>1= f(1) gilt fiir alle z € R. Es ist f'(z) = 2z, also f'(0) = 0.

b) Aus f'(z9) = 0 muf noch nicht folgen, daf f in z, ein lokales Extremum besitzt.
Gegenbeispiel: f(z) =2®, f'(z) =32?, f'(0) =0, aber f hat in 0 kein lokales Extremum.
c) Eine stetige Funktion f:[a,b — R nimmt ihr Minimum und ihr Maximum an (18.13).
Geschieht dies aber am Rand, so mufl dort nicht notwendig die 1. Ableitung verschwinden:

Fir f:]0,1] — R, f(z) =z gilt: f nimmt in 0 das Minimum und in 1 das Maximum an.
Dort gilt aber:  f'(0)=1#0, f'(1)=1#0.
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(20.11) SATZ: Satz von Rolle

f:]a,b] — R sei eine stetige Funktion mit f(a) = f(b). Ist dann fin ]a,b[ differenzierbar,
so gibt es ein zy € Ja,b[ mit f'(zo) =0.

(20.12) SATZ: Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Die Funktion f : [a,0] — IR sei stetig und in ]a,b[ differenzierbar. Dann gibt es ein

Zo € |a,b| mit
f(b) = f(a)
b—a

= f'(z0)

Bew: Definiere die Funktion ¢ : [a,b] — R durch  g¢(z) := f(z) — ﬂ%ﬂ (x — a).
Dann ist g stetig in [a,b] und differenzierbar in |a,b[, und es gilt g(a) = f(a) = g(b). Nach

dem Satz von Rolle (20.11) existiert ein zy € | a,b[ mit ¢'(z9) =0, also

f(b) = f(a)

2 . Hieraus folgt die Behauptung.
—a

0= g'(w0) = f'(w0) —

(20.13) FOLG: f : [a,b] — R sei stetig und in ]a,b[ differenzierbar. Gilt dann
f'(x) =0 fiirallex € Ja,b[, soist f eine konstante Funktion.

(20.14) FOLG: Verallgemeinerter Mittelwertsatz

f,g : la,b] — IR seien stetig und in |a,b[ differenzierbar. Es gelte ¢'(z) # 0 Vz € |a,b].
Dann existiert ein xy € | a,b[ mit

Es folgen zwei Anwendungen:

1) Monotonie von Funktionen

(20.15) SATZ: Die Funktion f:[a,b] — R sei stetig und in ]a,b| differenzierbar. Dann
gilt:

a) Vz € la,b| : f'(z
b) Vz € ]a,b] : f'(z) >
c) Vz € la,b[ : fl(z) <
d) Vz€la,b[ : fl(z) <

f ist monoton wachsend
f ist streng monoton wachsend

f ist monoton fallend

I

f ist streng monoton fallend.

1
Beispiel: In: R,y — R ist streng monoton wachsend, da In'(z) = = >0 Vz € Ry,.
— x

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums:
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(20.16) SATZ: Die Funktion f :]a,b[ — R sei differenzierbar und in dem Punkte
Ty € |a,b| zweimal differenzierbar. Dann gilt:

a) f'(xo) =0und f"(zrg) >0 = f hat in ¢ ein lokales Minimum
b) f'(zy) =0und f"(zy) <0 = f hat in z; ein lokales Maximum.

! _ gt
Bew: a) Nach Voraussetzung gilt  f”(zo) = lim M
T—>T0 xr — xo

> 0. Dann existiert ein
e > 0 mit der Eigenschaft

f'(z) = f'(x0)

T — Xy

>0 Vo :0<|z—z0| <&

d.h. fiir alle z mit 2o —e < x <z — 0 oder g < x < zg +&. Wegen f'(zo) = 0 folgt hieraus:
f'(z) < 0 fiir alle z mit zy — e < x < xo (hier ist ndmlich z — 2y < 0) und
f'(z) > 0 fiir alle z mit zy < z < z — 0+ ¢ (hier ist ndmlich z — zy > 0).

Nach (20.15) ist f in [zy — €, 2] streng monoton fallend und in [zy, 2 + €] streng monoton
wachsend, so dafl f in xy ein lokales Minimum besizt.

b) Analog.

!Achtung: Die Bedingungen sind hinreichend, aber nicht notwendig.
Die Funktion f(z) = z* + 1 hat in 0 ein (lokales) Minimum, aber f'(0) = f”(0) = 0.

2) Unbestimmte Ausdriicke

berechnen. Diese sind z.B.

. ) .. . . sin(z
Wir wollen sog. “unbestimmte Ausdriicke“ wie etwa 1111(1) (z)
T— T

11 o«

oder “—*“. Zum Beweis des folgenden Satzes wird der verallgemeinerte
00

von der Form “—*

Mittelwertsatz benotigt.

(20.17) SATZ: Regel von L’Hospital

Die Funktionen f,g:]a,b[— R seien differenzierbar, und es gelte g(x) # 0 und ¢'(z) # 0
f'(=) .

m

fiir alle x € |a,b|. Es sei mli)rgr f(z) = :cligl"‘ g(z) = 0 oder +oo. Existiert dann mlirﬁi 7 (@)

R U {+00, —00}, so folgt

zgrgl+ (.Z') - T—at gI(ZC)

f@) _ o f@
9

(20.18) BEISPIELE: a) lim S°®) — jipy <@ _
z—=0 z—0 1
1
1 i sin(zx coslx . .
b) lim In(sin(z) _ -y, “_71() = lim (—sin(z)cos(z)) = 0
=0+ cot(z) 0+ (@) 0+
1
1 1
¢) lim B2&) _ = _ — lim =0 (YneN)

r—o0  gph T—=00 nn— T—00 nn



