817. Grenzwerte von Funktionen

A) Reelle Funktionen

(17.1) DEF: Sei D C R eine nichtleere Teilmenge von R. Eine Abbildung f: D — R heifit
eine reelle Funktion. Weitere Bezeichnungen:

D heifit der Definitionsbereich von f

Bild(f) := f(D) = {f(z)|zreD}CR

Gy = {(z,f(x))|re D} C D xR Graph von f.

Hauptaufgabe der reellen Analysis: Untersuchung von reellwertigen Funktionen

Stichworte: Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit.

(17.2) BEISPIELE: a) Konstante Funktion ¥ : R+—— R, 2 — ¢ (c € R fest)

b) Identische Funktion idg: R — R, z+—— =z
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c) Betragsfunktion abs: R — R, z+— |z| (limy,oabs(z)=0)

d) Die Floor-Funktion g : R — R, =+ |z] ( lim g(z)=0 , lim g(z)=-1 )

z—07t z—0~

e) Wurzelfunktion w:Rso — R, 2 +— /2 ( lim w(z) =0, lim w(x)= —l—oo)

r—0+ T—>+00

f) Polynomfunktion p: R — R, z+— Z arz® (ag,ay,...,a, € R feste Zahlen)
k=0

(Konkretes Beispiel hier: p: R — R, z — 2° +2* —2 -3

(xﬁflloop(ﬂ?) = 0o , lim p(z) = +oo)

r—+400
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g) Rationale Funktion: p,q Polynomfunktionen, D := {z|z € R, g(z) # 0}

r:D— 1R, a:r—>M (auch:r=2>
q(z) q

(Konkretes Beispiel hier: ( lim r(z) = —oc0 , lim r(z) =400 , lim r(z)= 0)

z—1— z—1t T—+00

20

.
S

-10

-20

1 fallsz >0
h) Vorzeichenfunktion sign: R~— R, z+— 0 fallsz =0
—1 fallsz <0

( lim sign (z) =1, lim sign (z) = —1) 2

z—0t z—0~
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. ' 0 fallszeQ
i) f:R—R, f(x)-—{l falls z € R\ Q

Der Graph dieser Funktion 148t sich nicht zeichnen!

oo .k
j) Die reelle Exponentialfunktion: exp: R — R, z+—— Z %
k=0 "

( lim exp(z) =0 , li_I)I(l)eXp(,Z‘) =1, lim exp(z)= +oo)

T——00 T—+00

—

(17.3) BEM: Von zwei Funktionen lassen sich lassen sich Summe, Produkt und Quotient
bilden und unter gewissen Voraussetzungen auch die Hintereinanderausfithrung.

a) f,g: D — R seien Funktionen, r € R. Dann sind die Funktionen f+g¢g, f-g, rf:
D — R fiir alle z € D definiert durch

(f+9)(=) = f(z)+g(z)

(f-9)@) = [f(z) g(z)

(rflx) = rf(z)
Ist D' :={z|z € D,g(x) # 0}, so ist die Funktion g : D' — R definiert durch
f _ [fl@) :

b) Sind f: D — R und ¢g: E — R Funktionen mit f(D) C FE , so ist die Hinter-
einanderausfiithrung (oder Komposition) go f: D — IR definiert durch

(g0 f)(z):=9g(f(z)) (VzeD)
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B) Der Grenzwert einer reellen Funktion

In vielen Féllen ist es notig, eine Funktion in der Umgebung eines Punktes a zu untersuchen,
in dem die Funktion entweder gar nicht definiert ist, oder in dem eine “Unregelméfigkeit “
vorkommt (etwa ein “Sprung). Dazu betrachtet man die Funktionswerte von Punkten des
Definitionsbereiches in der Nidhe von diesem Punkt ¢ und nahert sich dem Punkte ¢ immer
mehr. Wir legen zunachst einige Sprechweisen fest:

Ist (a,) eine Folge reeller Zahlen und liegen alle Glieder in einer Teilmenge 7" C IR, so nennt
man (a,) eine Folge in 7. Beispiel: (1 — 1/n) ist eine Folge in dem abgeschlossenen Intervall
[0,1].

Eine Zahl a € R heifit ein Berithrungspunkt einer Teilmenge 7" C R, wenn es eine Folge
in T gibt, die gegen a konvergiert. Alle Punkte aus 7" sind Beriihrungspunkte von 7', es kann
aber auch Beriihrungspunkte von T geben, die nicht in T liegen. Mit T wird die Menge aller
Beriihrungspunkte von T bezeichnet. Dann gilt T C T , wobei auch T # T sein kann.
Beispiel: Fir 7 = |1,2[C R (offenes Intervall) gilt: T =[1,2] (abgeschlossenes Inter-
vall).

(17.4) DEF: f: D — R sei eine reellwertige Funktion, a € D und ¢ € R U {—00, +00}.

a) c heifit Grenzwert von f im Punkte a, wenn gilt:

Fiir jede gegen a konvergente Folge (x,)nen in D konvergiert die Folge (f(zyn))nen der
Funktionswerte gegen c.

Bezeichnung: lim flz)=c
b) c heifit linksseitiger Grenzwert von f im Punkte a, wenn gilt:

Fiir jede gegen a konvergente Folge (Z,)neny in D mit z, < a Vn € IN konvergiert die Folge
(f(xn))nen der Funktionswerte gegen c.

Bezeichnung: lim f(z) =c¢
r—a

c) c heifit rechtsseitiger Grenzwert von f im Punkte a, wenn gilt:
Fiir jede gegen a konvergente Folge (Z,)neny in D mit z, > a Vn € IN konvergiert die Folge
(f(xn))nen der Funktionswerte gegen c.

Bezeichnung: lim f(z) =c¢
z—at

e) c heifit Grenzwert von f in 400, wenn gilt:

Fiir jede gegen +oo bestimmt divergente Folge (,)nen in D konvergiert die Folge (f(%n))nen
der Funktionswerte gegen c.

Bezeichnung: Er+n flz)=c

f) c heilit Grenzwert von f in —oo, wenn gilt:

Fiir jede gegen —oo bestimmt divergente Folge (z,),en in D konvergiert die Folge (f(zy))nen
der Funktionswerte gegen c.

Bezeichnung: wli)r_noof(x) =c

In den Anwendungen ist D héufig ein Intervall und a ein Punkt aus D oder einer der Rand-
punkte.
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(17.5) BEISPIELE: a) f: R — R, f(z) = 2?>+ 1. Es ist li_r>n1 f(z) = 2 und allgemein:
lim f(z) = a*+1= f(a) Ya€eR.

b) lim sign(z) =—1 , lim sign(z)=+1 , limsign(x) existiert nicht.
z—0~ z—0t T—0

©) fiRoo— R, f@)=- , lm fl@)=+oo , lim f()=0

d) Clclg(l) exp(z) =1

e) Sei p: R — R eine Polynomfunktion , p(z) = )_ arz® mit a, # 0 (a, heiBt dann der
k=0
Leitkoeffizient von p). Es gilt

Jim_p(e) =

400 fiir a, >0
—oo fir a, <0

+oo fir a, > 0 und n gerade
—oo fiir a, > 0 und n ungerade

lim p(z) = {

T—r—00

f) Seien p,q Polynomfunktionen mit den Leitkoeffizienten a,, bzw. b,. Dann gilt

0 firn>m
lim 222 ) 2 flirm=n

+o00 fiir m>n

(17.6) SATZ: Seien f,g : D — R Funktionen. Fiir a € D gelte lim f(z) = ¢ und
lim g(z) = d mit ¢,d € R. Dann folgt:

T—a

a) lim(f+g)(zx)=c+td b) lim (f-g)(z)=c-d c) lim (rf)(z) =rc (r eR)

T—a T—a

d) lim <f> (z) = g falls d % 0.

Tr—a g

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir einseitige Grenzwerte.

Die folgende Charakterisierung findet man haufig in den Lehrbiichern:

(17.7) SATZ: f: D — R sei eine Funktion, a € D,c € R. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent;:

a) lim f(z) = c

b) Ve€eRypIdE€R gV ED : [z —a|<d = |f(x)—c|<e
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C) Wachstumsvergleich zweier Funktionen

Wir benutzen den in B) eingefiihrten Begriff des Grenzwertes einer Funktion, um das Wachstums-
verhalten zweier Funktionen in einem Punkt zu vergleichen. So besitzt z.B. die Hyperbel
2?2 —y? =1 die beiden Geraden y =z und y = —z als “Asymptoten®. Fiir grofies = verhilt
sich der Hyperbelast im 1. Quadranten wie die Gerade y = z.

fi[l+x] — R, f(z)=va2-1

24 y=X y=f(x)

21 1
/(@) - V7 =4/1l-— —1 fir z — +oc ,dh. lim M =1
x x x z—+oo

(17.8) DEF: Seien f,g: D — R zwei Funktionen mit g(z) #0Vz € D. Fernersei a € D.
Dann heifit f asymptotisch gleich g im Punkte a, (in Zeichen: f(z) ~ g(z) (fir z — a)),
wenn gilt:

f(z)

lim — =1
T—a g(l‘)

(17.9) BEM: a) Asymptotische Gleichheit zweier Funktionen in einem Punkte a bedeutet,
daf die Funktionen bei Annaherung an a dasselbe Wachstumsverhalten aufweisen.

b) Enthélt D ein Intervall der Form ]b, 400 [, so bedeutet:
/(@)

flx) ~g(x) (firz - 4+0) <= lim —= =

Entsprechend ist f(x) ~ g(z) (fiir x — —oc) definiert.

. . , : VT 1
c) Beispiele: Esgilt: z++/z ~ z (firz — +00) , da mll)I_Poo " = xETooHﬁ =1
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Es gilt: 4/ ~/z (firz - 0%),da lim TV lim Vz+1 =1

z—0+ \/E z—0t

d) Da sich die Grenzwertbildung im wesentlichen nur in der N&he des Punktes a abspielt,
geniigt es, in der Definition (17.8) zu verlangen, daf} g in einer Umgebung von a nicht verschwin-
det, d.h. daf es ein offenies Intervall I gibt mit a € [ und g(z) #0Vx € DN I.

e) Wir libertragen den Begriff der asymptotischen Gleichheit auch auf Folgen: Seien (a,) und
(by) reelle Folgen mit b, # 0 Vn > ny.

(an) ~ (by) == <= lim Z—" =1
a + 4
f) Beispiel: a, =n*+1, b, =n’>+3n—-1 = = 17711 — 1,dh. (a,) ~ (by)-

(17.10) DEF: Seien f,g: D — R zwei Funktionen mit g(z) # 0 Vz € D. Ferner sei
a € D. Dann definiert man:

f(z)=o0(g9(z)) (firx —a) <= lim —= =

(Lies: f(z) ist klein—o von g(z) fiir z gegen a).
f(z) =o(g(x)) (fiir x — a) bedeutet, dal g bei Anndherung an a “schneller wéchst“ als f.

(17.11) BEM: a) Auch diese Definietion ist wieder nur von lokaler Natur (s. (17.9e)).
Als Voraussetzung an g braucht man nur zu verlangen, dafl g in einer Umgebung von a nicht
verschwindet.

b) Im Falle |b,+00[C D definiert man:

; . f(x) ;
= f : 1 —~ = 0. Analog f —00.
f(z) =o0(g(x)) (fiir x —» +00) <= Lm o) nalog fiir x — —o0
1 1 1
C) f,g,h]R>0—>]R,f(x):E,g(x):?,h(x):E
3
lim@= im & = lim z? = 0 limM: lim x = 0, d.h.
a0+ h(zx) g0t T T—0+ z—0+ h(x) 20+

f(z) =o(h(z)) (firx — 0") und g(z) = o(h(z)) (fiir x — 0T).

Achtung!!! Dies sind keine Gleichheiten im mathematischen Sinne. Man darf diese “Glei-
chungen “ nur von links nach rechts lesen. Anderenfalls wiirde man f(z) = g(z) folgern kénnen.

d) f:R— R sei eine Polynomfunktion mit f(z) =Y a;z"
k=0

f(.T) Qo ai Ap—1
= il gntl +:L-_n+“'+ 2

+ 50 (fiir z — +00),
T

dh. f(z) =o(z" +1) (fir x — +o00). ™! wichst also schneller gegen +oo als f(x).
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e) Ist h: D — R eine weitere Funktion, so bedeutet
f(@) = g(z) +o(h(z)) (firz—=a) < (f-g)x) = f(z)-g(x) = o(h(z)) (firz— a).

f) Wir iibertragen diese Begriffsbildung wieder auf Folgen (a,) und (b,) reeller Zahlen mit
b, #0Vn > ng:

a, = o(b,) <= nll_)IIc}O Z—n = 0 und a, =c,+o0(b,) <= a, —c, =o0(b,).

n 1
g) Beispiel: a, =) k= §n(n +1), b, =n’. Dann gilt
k=1

a, 1n24+n 1(1 1)
== = (=+—) — 0,dh a,=o(n?).
b, 2 n3 2 n+n2 ’ an = o(n)

Damit haben wir den sog. o-Kalkiil eingefiihrt. In der Informatik ist insbesondere fiir Aufwands-
analysen auch der O—Kalkiil wichtig.

(17.12) DEF: Seien f,g: D — R zwei Funktionen und a € D. Dann definiert man:

f(z) =0(g(x)) (fiirz — a) :<= es gibt eine Konstante C' € R+, und ein offenes Intervall
I CIR mita € I, so daf gilt:

lf(x)| < C-lg(x)] YeeDNI

(lies: “f(z) ist groB-O von g¢(z) fir z — a*).

(17.13) BEM: a) Gilt [b,+00[C D fiir ein b € R, so definiert man:
f(z) =0(g(x)) (fiir x —» +00) , falls es ein C' € R+ und ein x4 € [b, 400 | gibt mit

[f(@)[ <C-lg(x)] V> o

Analog fiir x — —o0.

b) f:R — R sei eine Polynomfunktion , f(z) = Y 2" und g: R — R, g(z) = z".
k=0
a

1 Qp—1
n—1

X

+ ...+ +a, | < C fir x — 4+o00. Also

Qo
— +
Al T

o)l _£to)
l9(z)|  lg(z)
If(z)| < C-lg(z)] Yx >z (70 geeignet gewdhlt), also
f(z) =0(z™) (fiir z = 400).

c) Auch f(z) = O(g(x)) (fiir z — a) ist keine Gleichung im mathematischen Sinne, man darf
sie nur von links nach rechts lesen!

d) f(z) =h(x)+O0(g9(z)) (firz —a) <= f(z)—h(zr)=0(g(x)) (fiirz— a).
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e) Fiir zwei Folgen (a,) und (b,) definiert man:
a, = O(b,) <= es gibt ein C' € Ry und ein ng € N mit |a,| < C - |b,| Vn > ny.
Sind fast alle Folgenglieder b, von 0 verschieden, so ist a, = O(b,) dquivalent dazu, daf die

Folge (Z—") beschrankt ist. Ist (c,) eine dritte Folge, so definiert man:

ay, =cp +0(b,) <= a,—c, =0(by).

" 1 1 1 1 1
f) a,:=> k= §n(n+ 1) =-n*+-n< -n*+-n? =n? =1-n% also |a,| < C|n?| mit
k=1

. ot TR =" Ty
C =1,dh. a,=0(n?.

Komplexitat

Bei der asymptotischen Laufzeitkomplexitat wird die Laufzeit eines Algorithmus fiir grofie n
betrachtet, wobei n die Groe der Eingabedaten angibt.

Laufzeit Bezeichnung Anwachsen der Lauf-
zeit bei Verdoppelung
von n um den Faktor

O(log(n)) | logarithmische Komplexitét log(2)
O(n) lineare Komplexitt 2
O(nlog(n)) | leicht iiberlineare Komplexitat 2
Oo(n?) quadratische Komplexitat 4
O(n?®) kubische Komplexitit 8

o(2") exponentielle Komplexitét n



