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§ 16. Unendliche Reihen

In IR oder C lassen sich endlich viele Zahlen ay, as, ...a,, aufsummieren. Zunéchst ist nur die
Summe zweier Zahlen definiert, dann aber 148t sich die Summe von n Zahlen (n > 2) rekursiv
definieren durch (s. (6.10c))

(a1 + ...+ a, 1) +ay

Aufgrund der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes ist diese Bildung unabhingig von der Klam-
mersetzung, so daf

n
al—l—ag—f—...—l—an:Zak
k=1

eindeutig definiert ist. Wir wollen uns jetzt mit der Frage beschaftigen,ob man auch unendlich
viele Zahlen aufsummieren kann. Daf} hierbei Vorsicht geboten ist, zeigt das folgende Beispiel:
Wir wollen (ganz naiv)

1-1+1-1+4+1-1+4+—...

bilden. Diesen ” Ausdruck” berechnen wir auf zwei Arten:

1-H)+1-1)4+(1-1)4+—-...=0

1+ (-14+D+(-1+D)+(-14+1)+—-...=1

~ v ~ / ~ /

=0 =0 =0

Es muf} also erst einmal definiert werden, was wir unter der ”Summe” von unendlich vielen
Zahlen verstehen wollen Dies wird mit Hilfe eines Grenziiberganges geschehen. Sei also (ax)kren
eine Folge komplexer Zahlen, und sei

n
Sn, :=a1+a2+a3+...+an=Zak
k=1

die Summe der ersten n Folgenglieder. s, heifit die n—te Partialsumme von (ag)xen. Fiir
jedes n € N 1483t sich s, bilden, da jeweils nur endlich viele Zahlen aufsummiert werden. Wir
bilden also eine Folge (s,)nen komplexer Zahlen, deren Grenzwert — falls er existiert — wir
als ”Summe” aller Folgenglieder ansehen konnen. In diesem Sinne kénnen wir unendlich viele
komplexe Zahlen aufsummieren.

(16.1) DEF: Sei (ax)ken eine Folge komplexer Zahlen. Die unendliche Reihe ) a; heiBt
k=1
konvergent (divergent), wenn die Folge (s,)nen der Partialsummen konvergent (divergent)
ist.
Ist _ a, konvergent, so nennt man nlg{)lo (sn) den Wert der unendlichen Reihe und schreibt
k=1

oo
Y. ar = lim (sn) .
k=1
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(16.2) BEISPIELE: a) Die unendliche Reihe »_ WET D) ist konvergent und hat den
k=1
Wert 1. . ) . .
n
=l e =gty gt Ty T e

Diese Formel kann man durch Induktion beweisen oder durch die folgende Uberlegung:

L1

1
RE+D) k k+1 (Partialbruchzerlegung)

1 1 1 1 1 1 1 1 n
=1-2)+E-2)+...+ — )+ (= - =1-— =
== +(GE-3) o B e T ntl n+l
s 1
= 1 =1, dh. — =1
A (sn) =1, dhe Y pams
X1
b) Die harmonische Reihe Z% ist divergent.
k=1
Die Folge der Partialsummen ist namlich unbeschrankt
T A IO S .
Son = ot ottt — —
? 23 45 89 16 on—1 4 1 o =719
—— ~ ~ - ~ ~ v - ~ _
>3 >3 >3 >3

o
c) Sei a € C. Die geometrische Reihe Y a* ist fiir [a| < 1 konvergent und fiir |a| > 1
k=0

divergent.
1— an—|—1
Die n-te Partialsumme ist s, =1+a+a>+...+a" = ; fira #1 (6.5b) und
—a
sp =1+ mn fir a = 1. Mit (15.10) folgt:
1 o

n+1 : _ _ k

la| <1 = (") —0 = nh_)Iglo(sn)— 1_@-}%@

Fiir |a| > 1ist (a*) keine Nullfolge, die Reihe also divergent nach dem folgenden Satz (16.3).

{ 1 n gerade

Speziel: a = -1 = s, =
0 n ungerade

(sn) divergent

(Dies ist das Beispiel der vorigen Seite !)

o0

(16.3) SATZ: Ist die unendliche Reihe > a; konvergent, so ist (ax)ken eine Nullfolge.
k=1

Bew: Esist ap11 = Sp11 — Sp-

(sn) konvergent = (s,41) konvergent = (a,+1) konvergent.

lim(a, 1) = lim(s,41) — lim(s,) =0

Beispiel: Y a* ist fiir |a| > 1 nicht konvergent, da (a*) keine Nullfolge ist. (15.10)
k=1
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Achtung! Die Bedingung ist nur notwendig, nicht aber hinreichend.

> 1 1
Gegenbeispiel: Die harmonische Reihe Z Z ist divergent, (E) aber eine Nullfolge.
k=1

(16.4) SATZ: Die Reihen ) a; und »_ by seien konvergent. Dann sind auch die Reihen
k=1 k=1

(ar £ bx) und > (cax) (c € C) konvergent, und es gilt
k=1

CLk + bk Z Q + Z bk y i(cak) = ci(ak)

Bew: Mit (15.8)

M2 1048

B
Il
—

Achtung! Das Produkt von Reihen 148t sich nicht so einfach bilden (s.spater!)

(16.5) SATZ: (Konvergenzkriterium von Cauchy)

o0
Eine unendliche Reihe Z ay ist genau dann konvergent, wenn gilt:
k=1
n

zu jedem € € Ry existiert ein ng(e) € IN mit <e Vm,n €N mit n > m > ngy(e)

k=m

Bew: Die Bedingung besagt gerade , daf} die Folge (sy), .y der Partialsummen eine Cauchy-
Folge und damit nach (15.29) konvergent ist; denn s, — Sy 1 = Gy + Cpy1 + - - - + @y

(16.6) DEF: Eine unendliche Reihe ) aj heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ) |ay|
k=1 k=1
konvergent ist.

(16.7) SATZ: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

[e.e]

Bew: ) |ay| ist konvergent . Nach (16.5) gibt es zu € € Ry ein ng(e) € N mit
k=1

n

> lax|

k=m

n n n
=Y lal <eVn>m>np(e) = | 3 ol < Y Ja] < V> m > nole) E2

k=m k=m k=m

Z ar  konvergent.

Achtung! Eine konvergente Reihe muf} nicht absolut konvergent sein

© (_1 k+1

Gegenbeispiel: > (Gt ist konvergent (Leibniz-Kriterium, Beweis spéter)
k=1

o] )k—|—1 o 1

Z = ) — ist divergent (harmonische Reihe).

k=1 ik
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Wie bei Folgen lassen sich unendliche Reihen komplexer Zahlen auf unendliche Reihen reeller
Zahlen zuriickfithren:

(16.8) SATZ: Sei (ay),y eine Folge komplexer Zahlen mit ay = by +ic (bg, ¢, € RV € N).
Dann gilt:

o o o
a) Z a, konvergent <= Z b und Z ¢, konvergent

o oo oo o
b) Ist Z aj konvergent, so ist Z ap = Z b +1- Z Cr;
k=1 k=1 k=1 k=1

Im folgenden werden wir daher Reihen mit reellen Gliedern genauer untersuchen.

(16.9) SATZ: Sei » aj eine Reihe mit nichtnegativen reellen Gliedern (d.h. a; € R und
k=1

akZOVkEIN)

o0

z ay ist genau dann konvergent, wenn die Folge der Partialsummen nach oben beschriankt
k=1
ist.

Bew: s,.1 =S, + nt1 > Sp , d.h. (s,) ist monoton wachsend.
~——
>0

Nach (15.16) ist eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge konvergent.

Umgekehrt ist jede konvergente Folge beschrankt (15.7).

(16.10) SATZ: Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen

Sei (ag)ken eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen. Dann ist die alternierende Reihe

o0 o
> (~1)%*'-a); konvergent, und es gilt so, < > (=1)*"-ap < s9p11 (VR € N), wobei
k=1 k=1

m

sm=Y_(—1)¥"a; die m-te Partialsumme ist.
k=1

(Gottfried Wilhelm Leibniz , 1646 — 1716)

> 1 1 1 1 1 1
Beispiel: > (—1)"'.— = 1->+_—>+_—>+... ist konvergent und hat den Wert
b= k 273 475 6

In(2).

(16.11) SATZ: Vergleichskriterien
(ax), (bg) seien Folgen reeller Zahlen mit 0 < aj, < b, Vk € IN. Dann gilt :

o o
a) > by konvergent = > a; konvergent (Majorantenkriterium)
k=1 k=1

oo oo
b) > a; divergent =—> Y b, divergent (Minorantenkriterium).
k=1 k=1
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[e.e] o0
Bezeichnungen: a) Z br heif}t eine konvergente Majorante fiir Z ay,
k=1 k=1

o0 oo
b) Z ap heifit eine divergente Minorante fiir Z b
k=1 k=1

Bew: sn:Zak , tn:Zbk. Aus ap < by Vk € N folgt s, <t, Vk € N
k=1 k=1

a) Zbk konvergent 169 (t,) beschrankt. Wegen 0 < s, < t, ist dann auch die Folge

(Sn)pen beschriinkt, so daB nach (16.9) die Reihe _ a) konvergent ist.
k=1

b) Annahme: Z by konvergent. Dann ist Zak nach a) konvergent. Widerspruch!

k=1 k=1
> 1
(16.12) BEISPIEL: > T ist fiir alle m € IN, m > 2 konvergent.
k=1
m=2: KkK>kk-1)VkeN = 0<l<;\ﬂs>2 =
- kT k(k-1)  —
l; EE kgl WEED ist eine nach (16.2a) konvergente Majorante von 1; 13+ 50 daf
diese Reihe nach dem Majorantenkriterium (16.11a) konvergent ist.
1 1 > 1
m >3 : K™ >k Vk e N — k—mgﬁ VEe N — Zk—mistkonvergent.

k=1
In diesen Fallen ist es nicht mehr so einfach, die Werte der Reihen zu bestimmen. So gilt etwa
© 1 7T2

> 5 = =, wasschon Leibniz bewiesen hat.

=k 6

(16.13) SATZ: Quotientenkriterium

> ay sei eine unendliche Reihe mit aj, € Ry, fiir alle k € N,
k=1
Es gebe eine reelle Zahl ¢ mit 0 < g <1 und ein ky € N, so daf} gilt

a
P <g<1 VE> k
ak
o
Dann konvergiert die Reihe Z Q.
k=1
Ok+1

Gibt es dagegen ein ky € IN mit > 1 fir alle k& > kg, so divergiert die Reihe Z Q.

ag k=1
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o0 o

Bew: Die Reihen Z ar und Z ar haben dasselbe Konvergenzverhalten, aber im Falle der
k=1 k=ko

Konvergenz i.a. verschiedene Werte.

Wir brauchen daher nur den Fall Bht1
ag

<g<1 Vk €N zu betrachten.
a1 <q ok <@ rap1 <...<¢" - VEEN

e e] o0 [e.e]
> ¢ a1 =a1 ) ¢* ist konvergent , da 0 < ¢ <1 (16.2c) . Nach (16.11a) ist > as;1 konver-
k=1 k=1 k=1
Qg+1

o
gent und damit auch »_ a;. Gilt
k=1 Ok

keine Nullfolge ist. Nach (16.3) ist > aj divergent.
k=1

> 1Vk € N, so folgt agy1 > ar > 0 Vk € N, so daB8 (ay)

o
!Achtung! Fiir die Konvergenz einer Reihe Z ay reicht nicht aus, daf fiir alle Quotienten
k=1
Qk+1
Qg

< 1 gilt. Ein Gegenbeispiel hierfiir liefert die harmonische Reihe.

(16.14) FOLG: Sei (ax) eine Folge mit a;, € Rs¢ Vk € IN. Die Folge (aZH) sei
k / keN

konvergent mit dem Grenzwert a € R. Dann gilt:

o
a) a<l = ) a4 ist konvergent
k=1

o
b) a>1 = > a ist divergent

k=1
o

c) Im Falle a =1 ist keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten von »_ a; mdoglich.
k=1

. . Qk+1
Bew: Esist a = lim ( )
k—o0 a/k
1-a . . o |Gkt
a<l1 Zu5:=?>0 existiert ein kp €c N mit |— —a|<e Vk >k
Qg

== AR <a+e<l Vk>k (g> Behauptung.

Gy,
1_
a>1 Zu 5::Ta>0 existiert £ € IN mit ak+1—a‘<5 Yk >k
Qg
=3 1<a—6<% Yk >k <g3) Behauptung.

Qg
Im Falle ¢ = 1 148 t sich keine Aussage machen, wie die folgenden Beispiele b) und c) zeigen.

1

. . =1 . k1 ReD) k!
Beispiele: a) 162::1 o st konvergent, da o - 1 vy Rl —s0<1
b) i ! ist divergent, und k%l k ! —1
- 1 lvergent, umn — = =
=k 8 = k+1 1+
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1 2
1 . (k1) k? 1
C — ist konvergent, und = = — 1
) L i e (k+1)” \1+g

(16.15) SATZ: Wurzelkriterium

z ay, sei eine unendliche Reihe mit a;, € R>¢ Vk € IN. Es gebe eine reelle Zahl g mit 0 < ¢ <1
k=1
und ein ky € IN mit

Yar <q<1 Vk>k

o0
Dann ist »_ aj konvergent.
k=1

Gibt es dagegen ein ky € IN mit /a, > 1 Vk > kg , so ist Z ay divergent.
k=1

o0 oo oo
Bew: /o, <q¢<1 = aq,<¢" = Z q® ist eine konvergente Majorante von Z ay — Z ag

k=1 k=1 k=1
konvergent.

Yar>1 = apy>1 = (a) ist keine Nullfolge = ) a; divergent.
k=1

(16.16) FOLG: > ay sei eine unendliche Reihe mit ay € R>o V& € IN. Die Folge ({/ay) sei
k=1
konvergent mit dem Grenzwert a € R. Dann gilt:

o
a) a<l = Y a ist konvergent
k=1

o
b) a>1 = > aj ist divergent

k=1
c) Im Falle a =1 ist keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten von »_ a; mdoglich.
k=1

Bew: Analog zum Beweis von (16.14).

o
1
Beispiel: 1;1 o ist konvergent, da

Zwei Anwendungsbeispiele fiir absolut konvergente Reihen, die zeigen, dafl sich solche Reihen
weitgehend wie endliche Summen verhalten::
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1. Problem: Darf man in eine konvergenten Reihe die Glieder beliebig umordnen?

> 1
(—1)k+t. % ist konvergent , aber nicht absolut konvergent (=In(2))

bl

—_

N SR R B —01
2( 5737175 ) g 5 = ¢

Fazit: In einer konvergenten Reihe darf man nicht ohne weiteres die Glieder beliebig umordnen.

Man kann jedoch beweisen:

o0

(16.17) SATZ: In einer absolut konvergenten Reihe ) a; darf man die Glieder der Reihe
k=1
beliebig umordnen. Die neue Reihe ist wieder absolut konvergent und hat denselben Grenzwert

wie Z .
k=1

2. Problem: Wie kann man das Produkt zweier Reihen bilden?

Wir wollen das Produkt z cr zweier Reihen Z ay und Z by, so definieren, dafl unter geeigneten
k=1 =

k=1 k=1
o0 o o0
Konvergenzvoraussetzungen <Z ak> . (Z bk> = Z ¢, gilt. Die zunéchst naheliegende
k=1 k=1 k=1
gliedweise Multiplikation fiithrt nicht zum Ziel:
X1 > 1 m? 72 gt > 1
Er) Ee)-F F-%*n-Lw
k=1 k=1 k=1
Multiplizieren wir einmal zwei Partialsummen s,, und ¢, distributiv aus und sortieren die
Summanden etwas um:
Smotpn = (a1 +as+az+as+...4+ap) (b +bo+bs+bs+...+b,) =
a11)1 +g,1l)2 + a2b11+glb3 + a2b2 + a3611+glb4 =+ agbg + 0,362 —+ a4b11+ e

=C1 =cC3 =c3 =c4

Wir kommen zu der folgenden Definition:
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(16.18) DEF: Das Cauchy—Produkt zweier Reihen ) aj und ) _ b ist definiert als die
k=1 k=1

00 k
Reihe Z ¢, mit ¢ = Z aj - byp—jt1-

k=1 j=1

© (-1 k
(16.19) BEISPIEL: Das Cauchy—Produkt der konvergenten Reihe ( \/E)
k=1

mit sich selbst

ist divergent.

Bew: Sei CED" Dann gilt
ew: €l ap = . nn gi
DEW. k \/E g
k Eo(=1)F  (=1)k 9t k 1
Ck=) G Qp_jy1 = : = (—=1)!
l<i<h — 1 S 1 d 1 S 1 . 1 1 S 1 1 1
[ —— un N — R [ - = —
=J= 7=V VE—J+1- Vk Vi VE—j+1- vk vk kK
C = D — = —_ =
T SR+ TSk k
Damit ist (cx) keine Nullfolge, die Reihe > ¢ also divergent nach (16.3). °

k=1
Man kann jedoch den folgenden Satz beweisen:

(16.20) SATZ: Das Cauchy-Produkt Y ¢, zweier absolut konvergenter Reihen ) a;
k=1 k=1

und Z by ist wieder absolut konvergent, und es gilt Z cp, = (Z ak> . <Z bk).
k=1 k=1 k=1 k=1

(16.21) Die Exponentialfunktion

ook
a) Die Reihe ) % ist fiir jedes z € C absolut konvergent.
k=0 "

Bew: Sei z € C eine beliebige feste komplexe Zahl. Setze a; := —. Wir wenden das
o0

Quotientenkriterium auf die Reihe Y |ax| an.
k=0

jareal _ 2T ! |
- LI —s0<1
lag| (k+1)! [2]F k+1

Nach (16.14) ist die Reihe »_ |aj| konvergent, d.h. die Reihe Y aj ist absolut konvergent,
k=0 k=0
und damit insbesondere auch konvergent (16.7).
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© Lk

b) Die Abbildung exp: C — € , definiert durch exp(z) := ) % (Vz € €) , heifit
k=0

komplexe Exponentialfunktion.

c) Es gilt eXp(l)zgﬂze:Jggoo-i_ﬁ) und ee R\ Q.

o

Wir wollen dies hier nicht beweisen, sondern nur ein Rechenbeispiel geben. Z — ist eine Reihe

[
= k!

mit positiven (reellen) Gliedern, so dafl die Folge (s,)nen, der Partialsummen streng monoton
n

hsend ist. Folglich gil = 1<
wachsend 1st. Folglic gltsn—gﬁ_e.

Sn

1.0

2.0

2.5000000000000000000
2.6666666666666666667
2.7083333333333333333
2.7166666666666666667
2.7180555555555555556
2.7182539682539682540
2.7182787698412698413
2.7182815255731922399
2.7182818011463844797
2.7182818284590452349
2.7182818284590452353
2.7182818284590452354
2.7182818284590452354

—
O WO IO U W RO | S

N N
[l e= N

®

1 n
Vergleicht man diese Werte mit den Werten der Folge ((1 + —) ) , so stellt man hier viel
neEN

n
schnellere Konvergenz fest. Es gilt die folgende Fehlerabschatzung;:

n+1 n k
a) |exp(z) — sa| < 22 :

(n+1)! 2 = k!

e) Die Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion

Es gilt: Vzi,20 € C: exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(z2)

fiir alle z € € mit 2| <1+ —. Hierbeiist s, =3 —.
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Bew: Wir bilden das Cauchy-Produkt der beiden absolut konvergenten Reihen

00 k 00 k
exp(z1) = “L und exp(z2) = 2 Nach (16.20) ist dies die Reihe ch mit
k! k!
k=0 k=0 v k=0
=ag 1=by,
k 2k 1 & k! %
k=) a; by, = — = — P
¢ ]Z:%J - JZ:%J‘ (k—j) k! jz:;)J' (k—j)p 7
DIER
= — - . * 21 R = 7 (zl+z2)
k! jz_% j k!
o0 [ee] 1
— o)) = o = > 4+ = eplnt )
k=0 k=0 %
1
f) Esgilt exp(0) =1, VzeC: exp(z)#0 , exp(—z) = Py

00 Olc 00 01 02 03
Bew: exp(0) = — = —4+—4+—=+-+... =1
— k! o 1 2! 3!

1
1 =exp(0) =exp(z — z) = exp(z) -exp(—z) = exp(z) #0 und exp(—z) =
exp(2)
g) Es gilt: VgeQ: exp(q) =
Bew: (s. Aufgabe 43)
Potenzreihen
00 Zlc
Die Reihe Z E ist fiir jedes z € C konvergent. Dies ermoglicht es, die Exponentialfunktion zu

definieren. Vlele andere wichtige mathematische Funktionen lassen su:h durch ahnlich gebaute

Reihen definieren. Sei (ax) eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifit Z apz® eine (formale)
k=0
Potenzreihe. Eine solche Reihe konvergiert in einem Punkt 2, € €, wenn die unendliche Reihe

> arzy konvergent ist. Es stellt sich das
k=0
Problem: Fiir welche komplexe Zahlen ist eine Potenzreihe konvergent?

Auf jeden Fall ist sie im Punkte z; = 0 konvergent.
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oo Lk
(16.22) BEISPIELE: a) 5 % ist nach (16.21a) fiir jedes z € € konvergent.
k=0 """

oo
b) Y 2* ist als geometrische Reihe fiir jedes z € € mit |2| < 1 konvergent, fiir alle z € C
k=0

s 1

mit |z| > 1 dagegen divergent. Fiir [2| < 1 gilt Y 2* = T Die Potenzreihe ist also
k=0 o

fiir alle Punkte des Inneren des Einheitskreises konvergent, man spricht daher auch von einem

Konvergenzkreis.

o0
c) Y kFZF ist nur fiir = 0 konvergent.
k=0

Diese drei Beispiele sind typisch fiir das Konvergenzverhalten von Potenzreihen.

o0
(16.23) SATZ: a) Konvergiert die Potenzreihe Y a;z2* in einem Punkte zg € C , 29 # 0,
k=0
so konvergiert sie absolut in jedem Punkt z; € C mit |21| < |2].
o
b) Divergiert die Potenzreihe Z axz® in einem Punkte z, € C, so divergiert sie auch in jedem

Punkt z; € C mit |z1]| > |20

(16.24) SATZ: Fiir eine Potenzreihe »  axz" gibt es genau eine Zahl p € Ry U {co} mit
k=0

folgenden Eigenschaften:

o0
i aiz* konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z| <
g P
k=0

o
i) Y ap2® divergiert fiir alle z € C mit |z| > p

k=0
o

p heiflt der Konvergenzradius der Potenzreihe Z arz® .
k=0

BEM: p = 0 bedeutet Divergenz fiir alle z € C, z # 0, p = oo bedeutet absolute Konvergenz
fiir alle z € C.

(16.25) BEM: a) Sei Y a;z* eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p > 0. Dann
k=0

konvergiert sie absolut in der offenen Kreisscheibe K,(0) = {z|z € C,|z| < p} und divergiert

fiir |z| > p. Fiir z € € mit |z| = p 148t sich allgemein keine Aussage iiber das Konvergenzver-

halten machen.
o0

b) Ist Z a,z* eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p > 0, so wird durch
k=0

z+— Y ayz" eine Funktion K,(0) — C definiert.
k=0
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o0
(16.26) SATZ: Es sei Z a,z® eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p. Dann gilt:
k=0

a) Konvergiert die Folge ({“/|ak\)keN gegen o € R, so folgt:

1
{ Z falls o #0
p=20

oo fallso =0

Ist die Folge ({“/\akaeN unbeschrankt, so folgt p = 0.

Ok+1

b) Gilt ay #0 Vk € Ny und konvergiert die Folge ( .
k

) gegen o € IR, so folgt:
kENg

1
{ Z falls o #0
p=20

oo fallso=0

Qg+1
Qy,

Ist die Folge (

) unbeschrankt, so folgt p = 0.
keNg

(16.27) BEISPIELE: a) > k*2* : p=0 b) Y ¥ : p=1 (geom.Reihe!)
k=0

k=0
00 Zk 00 Zk 00 kzk
c) Z? p=1 d) Z? p=1 e) 22—k p=2
k=1 k=1 k=0
f) > (¢—1)* : p=1 (konvergent fiir alle z € C mit |z —1| <1,dh. Vz € C: z € K{(1))
k=0
g) Z ar(z — c)’c . Falls die Potenzreihe Z ary® den Konvergenzradius p hat, so ist die erste
k=0 k=0

Potenzreihe konvergent fiir alle z € K ,(c).

Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen

Wir “wissen”, daf} sich jede reelle Zahl als ein Dezimalbruch darstellen 148t:

374,5 =

llwo

-10°47-10'+4-10°+5-10""

0,125 = 1-10714+2-1072+5-1073

0,333333333333... = 0,3 = 3-107"'+3-1072+3-103+3-107" +...
= > 3-10°"F (unendliche Reihe!)
k=1
00 00 1 k
=3->10F =3-> (—) (geometrische Reihe!)
k=1 =1 10

=3 b 1—3i1—3(9 9)_31_1
- 1- 4 - 2 - 9 9/ 9 3

10
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Es gibt folgende Arten von Dezimalbriichen:

1) abbrechend (endlich)

1
= = 0,9 g = 0,375

2) periodisch (unendlich)

2 _
3 = 0, 6666666666666... = 0,6 3—73 = 0,2121212121... = 0,21

3) nicht periodisch (unendlich)
V2 = 1.4142135623730950488 . . .

In den ersten beiden Fillen handelt es sich um rationale Zahlen, withrend /2 eine irrationale
Zahl ist. Wir werden sehen, dafl dies die typischen Fille sind.

Fiir jede reelle Zahl z > 0 gilt
r = |z]+y mit |z] eNogund 0<y<1

Nach (9.22) (fiir b = 10) 148t sich jede natiirliche Zahl a € IN darstellen in der Form

a = Zaklﬂk mit a; € {0,1,2,...,9} (Vk=0,1,...,n) und a, #0
k=0

Dalfiir schreibt man

n
a = > al0f = a,10" + ap110" + ...+ a210° 4+ 6110" 4 ao10° = anan_1 .. .asa1a0
k=0

Wir brauchen uns daher nur noch mit dem Fall einer reellen Zahl y (0 < y < 1) zu beschéftigen.

(16.28) SATZ: Ist (ax)ren eine Folge von Zahlen aus {0,1,2,...,9} , so ist die unendliche
Reihe Zakl()_k absolut konvergent.

k=1
oo 1 k—1 [e's)

Bew: Die geometrische Reihe Z (E) ist eine konvergente Majorante der Reihe Z apl0F .
k=1 k=1

(16.29) SATZ: Zu jeder reellen Zahl y €]0,1[ gibt es eine Folge (ax)ken von Zahlen aus
{0,1,2,...,9} mit

o
y = Zakl()_k
k=1

Bew: Fiir jedes n € IN definieren wir rekursiv natiirliche Zahlen a, as, . . ., a, mit folgenden
Eigenschaften:

n
i) 0<a, <9 (Vk=1,2...,n) ii) s, <y<s,+10™" mit snzz:aklO’k.
k=1
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1 1
Dann folgt |s, —y| < o Da (W) eine Nullfolge ist, folgt

y = lim(s,) = Y apl0°*
Damit ist die Existenz einer Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl y €]0, 1| gesichert,
und wir stellen die Frage nach der Eindeutigkeit.

L.a. sind die Dezimalziffern a; von y eindeutig bestimmt. Es gibt jedoch eine Ausnahme: Es
gilt @y =9 = (10 — 1) fiir fast alle k£, d.h. von einer Stelle ky € IN ab. In diesem Falle gibt es
dann zwei Darstellungen dieser reellen Zahl, so ist z. B.

0,129 = 0,13

y = 0,129 = 1-10'+2-102+9-> 107"
k=3

10k =103 107 =107 — = 107° = 1077
k=3

= 1- L 10-1 9

e 1
= y = 1-107'42-107249-> 107" = 1-10—1+2-1o—2+9-1o—2-§ = 1-107"'+2-107°+1072 =
k=3

1-107'+3-107%2 = 0,13

Verlangt man daher, dafl in der Dezimaldarstellung unendlich viele Ziffern von 9 verschieden
sind, so ist diese Darstellung eindeutig.

(16.30) SATZ: Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl

Zu jeder reellen Zahl x > 0 gibt es ein n € INy und eindeutig bestimmte Zahlen by, by, ..., b,, ax
(k€ N) aus {0,1,...,9} mit folgenden Eigenschaften:

i) ar #9 fir unendlich viele k£ € IN.
i) =0,10" + b, 110" " + ... 4+ 510" + 810 + > agl0* = byb,_1 ... biby, araza; - . .
k=1
Bew: Esist x = |z] 4+ y mit 0 < y < 1. Die Darstellung fiir [z| € Ny ergibt sich aus (9.22),
die von y aus (16.29).

Frage: Lafit sich an der Dezimalbruchdarstellung einer reellen Zahl z erkennen, ob z eine
rationale Zahl ist?

Bei fritheren Beispielen hatten wir gesehen, daf3 rationale Zahlen periodische Dezimalbruchent-
wicklungen hatten. Beispiele hierfiir sind:

_ 4 _
= 0,333333333... = 0,3 g3 = 01212121212 = 0,1

= 0,1250000000000... 0,3478213821382138... = 0,3478213

ol = W=

Bei einem periodischen Dezimalbruch wiederholen sich von einer Stelle ab ein oder mehrere
Ziffern periodisch.
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(16.31) DEF: Ein Dezimalbruch ) a;107% heifit periodisch, wenn es eine natiirliche Zahl
k=0

p € N gibt mit
ag+p = ai fiir fast alle k € N

(16.32) SATZ: Fiir eine reelle Zahl 2 > 0 sind folgende Aussagen dquivalent:

a) z ist rational

b) Die Dezimalbruchentwicklung von z ist periodisch.

Bew: An Stelle eines formalen Beweises erkliaren wir die Methode an konkreten Beispielen.

a) = b)

. . . 41 . . . . e
Wir wandeln die rationale Zahl — in einen Dezimalbruch um. Dazu fithren wir Divisionen
mit Rest aus:

41 = 1-35 + 6

10-6 = 60 = 1-35 + 25
10-25 = 260 = 7-35 + 5
10-5 = 50 = 1-35 + 15
10-15 = 150 = 4-35 + 10
10-10 = 100 = 2-35 + 30
10-30 = 300 = 8-35 + 20
10-20 = 200 = 5-35 4+ 25
10-25 = 260 = 7-35 + 5

Damit erhalten wir: g—é = 1,1714285.

b) = a)
Wir wollen z = 0,221 = 0,2212121212121212... in einen Bruch verwandeln:
2 2 1 2 1

2 1
SO TV TR TV T LA T S A T AR

&

2 2 11 1 1 11 1
—+—(1+0+—+ +. >+—<1+0+—+ +..>

10 102 104 108 103 104~ 106
—3+(l+1><1+1+i+1+ )
10 102~ 103 102 104 108 T
B 21§:( ) _2+21 1 _2+21 100
= 107108 102/~ 10 1 10° 1—5 10 ' 103 99
_3+1L_E+L_@_ﬁ

10 10 33 10 330 330 33

%) Umordnung einer absolut konvergenten Reihe nach (16.17)
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(16.33) BEM: An Stelle der Zahl 10 kann man irgendeine natiirliche Zahl b > 2 als Ba-
siszahl fiir die Darstellung von reellen Zahlen benutzen. Im Falle b = 2 z.B. erhilt man die
Dualbruchentwicklung einer reellen Zahl. Die vorangegangenen Uberlegungen lassen sich leicht
iibertragen: Bei einer Basiszahl b > 2 werden als Ziffern die Zahlen 0,1,2,...,b6 — 1 benutzt
und man schreibt

Z akb_k = (O, a1a9203 . . -)b
k=1

Dem Satz (16.30) entspricht dann das folgede Ergebnis:

SATZ: Entwicklung einer reellen Zahl zur Basis b

Zu jeder reellen Zahl x > 0 gibt es ein n € INg und eindeutig bestimmte Zahlen cg, ¢1, .. ., ¢y, ax(k €
N) aus {0,1,...,b— 1} mit folgenden Eigenschaften:

i) ar #b—1 fiir unendlich viele k € IN.

()
ii) Tr = Cnbn + Cn_lbnil + ...+ Clbl + C()bo + Z akb_k = (cncn_l Cen Clbo, aiaqds . . -)b
k=1

Auch die anderen Ergebnisse gelten analog, insbesondere auch (16.32).



