Chr.Nelius , Mathematik fiir Informatiker I1, (SS 2001) 1

Kap. ITI: Analysis

§14. Die komplexen Zahlen

(14.1) BEM: Ist a € R eine negative reelle Zahl (a < 0), so besitzt die Gleichung 72 = a
keine Losung in R. Insbesondere ist die Gleichung z? = —1 in R nicht 16sbar. Wir werden
im folgenden R zu dem Bereich der komplexen Zahlen erweitern, in dem diese Gleichungen
Losungen besitzen.

(14.2) SATZ: Die Menge R xR ={(a,b) | a,b € R} ist bzgl. der Rechenoperationen
(a,0)® (a',0) :==(a+d',b+¥) (Addition)
(a,b) ® (a',b) := (aa’ — bV, abd’ + a'b) (Multiplikation)

ein Korper. Dieser Korper heifit Korper der komplexen Zahlen und wird mit € bezeich-
net.

Bew: Aj;) (0,0) ist das Nullelement  A4) —(a,b) = (—a, —b)
M;) (1,0) ist das Einelement
M,) Sei (a,b) € R x R beliebig mit (a,b) # (0,0) (<= a?+b* #0) . Dann gilt

(a,0) ® [ —— L . . L -
“ a2+ a2 +02) a? + b? a2+’ " a2+ b2 a+b2)
2 b2
<“ i 0) = (1,0). 0

a?+ b2’

In C gibt es das Element ¢ := (0,1) € C . Dieses Element heifit imaginéire Einheit. Hierfiir

gilt 2 = (0,12 = (0,1)®(0,1) = (~1,0)

Fiir ein beliebiges (a,b) € C folgt dann wegen (b,0) ® (0,1) = (0,b)
(x) (a,0) = (a,0)©(0,0) = (a,0)®[(b,0) ® (0,1)]

Wir vereinfachen jetzt wieder die Bezeichnungsweise, indem wir fiir & das gewohnte + schrei-
ben und - fiir ® . In C finden wir die reellen Zahlen wieder als Paare der Form (a,0) mit
a € R. Mit diesen Paaren rechnet man ”genauso” wie mit den reellen Zahlen:

(a,0)+ (b,0) = (a+0b,0) und (a,0)-(b,0) = (ab,0).

Wir konnen daher das Paar (a,0) mit o identifizieren. Auf diese Weise 1a8t sich R als Teil-

menge von € auffassen:
& R+« {(a,0)|a€ R} C €

Mit dieser Bezeichnungsweise vereinfacht sich (x) zu

(a,b) = (a,0)®[(5,0)®(0,1)] = a+bi

Insbesondere ist 2 = (—1,0) , also . Zusammenfassend erhalten wir das folgende
Ergebnis:



Chr.Nelius , Mathematik fiir InformatikerI1, (SS 2001) 2

(14.3) SATZ: Jede komplexe Zahl z € € 148t sich in der Form 2z =a+ bi mit eindeutig
bestimmten reellen Zahlen a,b € R darstellen. Diese Form heifit arithmetische Darstellung
von z. Dabei ist 4 € C eine komplexe Zahl mit 72 = —1 .

Die Rechenoperationen fiir komplexe Zahlen in arithmetischer Darstellung lassen sich nun fol-

gendermaflen schreiben:

(a+bi)+ (a+0i) = (a+d)+(b+V)i (a+bi)-(a +0bi) = (ad' — V') + (ab' + ba') i
a —b

_ . . -1 _ .
Im Falle 2z = a+bi # 0 gilt =z _a2+b2+a2+b22'

1 1
Beispiele: (2+3i)+(1—i)=3+2i , (24+3)(1—4)=5+1 , T+i 2
i

Urspriinglich hatten wir die komplexen Zahlen als Elemente aus R x R definiert, geometrisch
gesehen also als Punkte der Ebene, die man daher auch die Gaufy’sche Zahlenebene nennt.

Y
z = (a,b)
1+ T
b
| C(/ >
(0,0) ™ z
—b
z = (a,—b)

Man nennt die z—Achse auch die reelle Achse und die y-Achse die imaginare Achse.

Ist z=a+bi,sogbt r=+a?>+b?> den Abstand des Punktes z vom Nullpunkt an (Satz
von Pythagoras). r heifit der Betrag der komplexen Zahl z.

Die Zahl Z = a — bi entsteht aus z durch Spiegelung an der reellen Achse. Man nennt Z die
zu z konjugiert komplexe Zahl.

(14.4) DEF: z=a+bi (a,b€ R) seieine komplexe Zahl in arithmetischer Darstellung.
a) a=:Re(z) heiit der Realteil von z und b =:Im(z) der Imaginirteil von z .
b) |z |:= Va? + b? heiflit der Betrag von z .

c) Z:=a—bi heifit die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Beispiele: z=3+4i : Z=3—-4i , Re(z) =3=Re(z) , Im(z) =4, Im(Z) =4 ,
|z |=v32+42=5
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BEM: a) Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl sind immer reelle Zahlen.

Fiir alle a,b € R gilt a? +b%> > 0 , so daB stets eine Quadratwurzel aus a? + b* existiert.
Bei der Definition des Betrages setzen wir verabredungsgemafl voraus, dafl wir die positive
Quadratwurzel meinen, so dafl der Betrag eindeutig definiert ist.

b) Firw,ze€ Cgilt: w=2 <= Re(w)=Re(z) und Im(w) = Im(z)

(14.5) SATZ: Fiir komplexe Zahlen w, z € C gilt:

a) (z)== b) wtz=w+7Z C) W-z=1-Z.

Bew: a) Klar

b) Seien w =a+bi, z =c+di mit a,b,c,d € R . Dann hat w + z die arithmetische
Darstellung w+z=(a+c¢)+ (b+d)i,daa+c,b+deR. Also w+z=(a+c)— (b+ d)i.
Damit folgt W+Z= (a—bi)+ (c—di) =(a+c¢c)— (b+d)i =w+ z.

c) Analog zu b).

(14.6) SATZ: Firw,ze€ C gilt: a) |z|=v2z-Z b) [2|=0 < 2z=0
c) |lw-z|=|w|-|z| d) |w+z| <|w/+|z2|] (Dreiecksungleichung) .

Bew: a) z=a+bi,zZ=a-b = z:-Z=(a-a—b-(=b)~+ (a-(=b)+b-a)i=
a2+ = |z|=Va2+b=+2Z
b) |2|=0 <= @+’ =0 < a¢=0undb=0 < 2z=0.

) w-z? 2 (w-2)-(w-2) "2 (w2)(@-2) = (ww)(22) = [w]?- |2[~

Zieht man auf beiden Seiten die (positive) Quadratwurzel, so folgt mit a) die Behauptung.
d) Wir veranschaulichen uns die Aussage an dem folgenden Bild:

w—+ z

In einem Dreieck ist die Summe der Lingen zweier Seiten immer groffer—gleich der Liange der
dritten Seite, so dafl die Beh.  |w + z| < |w| 4+ |z| folgt. Diese Uberlegung begriindet auch
den Namen Dreiecksungleichung.
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— bi
F=ath Die komplexe Zahl z = a + bi ist ein-

deutig bestimmt durch die beiden fol-
|| genden geometrischen Groflen:

1) den Abstand |z| zum Nullpunkt
2) das Argument ¢ =: arg(z) ,
das ist der Winkel, den die positive x—
Achse mit dem Vektor 0z im math-
0 a ematisch positiven Sinn (also entge-
gengesetzt zum Uhrzeigersinn) bildet.

b

Aus dem obigen rechtwinkligen Dreieck ergibt sich: sin(p) = H und cos(p) = ﬁ , SO
z z

dal man schreiben kann:

z=a+bi = |z]-cos(p)+ |z|-sin(p) i = |z|-[cos(p) +i-sin(p)]

Dies ist die sog. Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl, die sich fiir das Mul-
tiplizieren und das Potenzieren von komplexen Zahlen besonders gut eignet. Dabei messen wir
einen Winkel im Bogenmafl . Dem Winkel 360° entspricht das Bogenmaf} 27 (Umfang des

Einheitskreises), dem Winkel 90° das Bogenmaf} g . Verlangen wir 0 < ¢ < 27 , so ist das

Argument von z eindeutig bestimmt, ansonsten konnen sich die Argumente zweier Polarkoor-
dinatendarstellungen einundderselben komplexen Zahl um ein ganzzahliges Vielfaches von 27
unterscheiden (die Funktionen sin und cos sind periodisch mit der Periode 27).

(14.7) SATZ: a) Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl:

Jede komplexe Zahl z = a + bi 1483t sich in der Form

z = |z| - [cos(p) + i - sin(yp)]

darstellen. Dabei sind das Argument ¢ von z und der Betrag |z| reelle Zahlen > 0 .

b) Sind z = |z|-[cos(p)+i-sin(p)] und w = |w|-[cos(y)) +i-sin(¢p) ] zwei komplexe
Zahlen in Polarkoordinatenform, so gilt fiir deren Produkt:

w2 = |w]-|2] - [cos(t) + ) + i -sin(y + )

c) Fiir alle n € Ny gilt 2" = |2|" - [cos(ng) +isin(ny)] (Formel von Moivre)

Bew: a) S.o. ¢) Induktion nach n.
b) w-z = |w||z[[ (cos(y) cos(y) — sin(¢)) sin(p)) +i (cos(¢)) sin(p) + sin(1p) cos())]

~

=cos(P+¢) —sin(y-+)
Beim Beweis haben wir die Additionstheoreme fiir sin und cos benutzt, die wir als bekannt
voraussetzen. Das Ergebnis kénnen wir auch so formulieren: |wz| = |w||z| und arg(wz) =
arg(w) + arg(z) , d.h. bei der Bildung des Produktes zweier komplexer Zahlen multiplizieren
sich deren Betriage und addieren sich deren Argumente.
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BEM: Zwei komplexe Zahlen w und z sind genau dann gleich, wenn ihre Betréige iibereinstim-
men und wenn sich ihre Argumente um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden.

(14.8) SATZ: Sein € N und z = |z|-[cos(p)+i-sin(p)] # 0 eine komplexe Zahl.
Dann gibt es genau n paarweise verschiedene komplexe Zahlen wy (k=0,1,2,...,n—1) mit
wyp =z, d.h. wy, ist eine n—te Wurzel aus z. wy ist durch die folgende Formel gegeben:

2 2
wy = "|z\-lcos<7w+ kw)#—isin(M)] (k=0,1,2,...,n—1)
n

n

Bew: Essei w = |w|-[cos(¢)+i-sin(y))] eine n—te Wurzel aus z, d.h. es gelte w" =z .
Mit der Formel von Moivre ergibt sich dann:

w® = |w|"-[cos(ny) +isin(ny)] = |z|-[cos(p) +i-sin(p)] = 2

Hieraus folgt, dafl die Betrige gleich sein miissen (|w|" = |z| = |w| = {’/M . Hier ist
wieder die (eindeutig bestimmte) reelle positive n-te Wurzel aus |z| gemeint, die wegen [z| > 0
immer existiert). Auflerdem konnen sich die Argumente nur um ein ganzzahliges Vielfaches
von 27 (d.h. 360°) unterscheiden. Daher gibt es ein k& € Z mit

©+2km
n

Fir £=0,1,2,...,n—1 erhilt man n paarweise verschiedene Werte fiir ¢ , die zu den im Satz
angegebenen Formeln fiihren. Andere Werte fiir £ liefern immer komplexe Zahlen, die schon
unter den Zahlen wg, w1, ..., w, 1 vorkommen, da sin und cos periodisch mit der Periode 27
sind. Also gilt w € {wy,wy, ..., w,_1}. Umgekehrt gilt wi =2 (Vk=0,1,2,...,n—1), was
man sofort mit der Formel von Moivre nachpriifen kann. Damit gibt es also im Bereich der
komplexen Zahlen genau n paarweise verschiedene n—te Wurzeln aus z.

(14.9) BEISPIEL: n = 4: Wir wollen die 4-ten Wurzeln aus z = 1+ ¢ berechnen. Dazu
miissen wir zunachst einmal die Polarkoordinatendartsellung von z bestimmen. Der zugehorige

Punkt ist (1,1), das Argument ¢ von z ist also Z (dies entspricht dem Winkel 45°), der Betrag
von zist |z| = v/12+ 12 = /2. Nach (14.8) sind dann die vier 4-ten Wurzeln wy, aus z gegeben

durch ok o
wy = 4|z|-lcos<¥>+isin<¥>] (k=0,1,2,3)

Damit erhalten wir die 4 Werte wy, = V2 - [cos (17T_6) + ¢ sin (17T_6> ]

= 2 feos (Ex ™ wisin(Z 1T = w2 91)(91)]
w = V2 _Cos(l6+2>+”1n(16+2)] = V2 [COS(16 Trsin|7g
we = V/2- -COS(£+7T)+iSin(1+7T)] = f/i-[cos(ﬂ)—i—isin(&)]
> _ 16 16 - 16 16

R [ T 3T L. (7‘(’ 3%)] 8 [ (25%) L. (257r)]

— . Loy 2 £ o490 - 9. bt bt

W3 \/5 _COS(16+ 2>+zsm 16+2 \/_ CoSs 16 + 7 sin 16
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Anschaulich erhalten wir die 4-ten Wurzeln wy, aus z folgendermafien: der Betrag von wy ist
die 4-te Wurzel aus dem Betrag von z, und das Argument von wy erhilt man dadurch, daf§

2k
Tﬂ zu arg4(z) = 17T—6 addiert (k=0,1,2,3).

man

T z=14]

4 w0
16 |

Die 4—ten Wurzeln aus 2 =1+

(14.10) SATZ: Fundamentalsatz der Algebra (Gaufl , 1799)

Jede polynomiale Gleichung der Form

(%) pa" + ap_12" T .t agr? Far+ag =0

mit Koeffizienten ay,a,_1,...,01,a0 € C (n > 1,a, # 0) besitzt mindestens eine Ldsung in
C.

Diesen Satz konnen wir hier nicht beweisen. Er enthalt eine reine Existenzaussage. Ein ganz
anderes und viel schwierigeres Problem besteht darin, Rechenverfahren zur Bestimmung von
Losungen zu finden. Die Gleichungen z*+22%>+1=0 oder iz°+ 323+ (1+1)2? —i=
0 Dbesitzen also jeweils mindestens eine komplexe Losung. Wir werden spéter sehen, dafl
eine polynomiale Gleichung (x) ”vom Grade n” hochstens n paarweise verschiedene Losungen
besitzt. Insbesondere hat die Gleichung 2" —2 =0 (<= 2" = 2) fiir jedes z € C mindestens
eine und hochstens n Losungen in € in Einklang mit (14.8).



Chr.Nelius , Mathematik fiir InformatikerI1, (SS 2001) 7

(14.11) BEM: Mit komplexen Zahlen, die wir in der Form a + bi darstellen kénnen, 148t sich
unter Beriicksichtigung von 72 = —1 genauso rechnen wie mit den reellen Zahlen, dariiberhinaus
148t sich aus jeder komplexen Zahl eine n—te Wurzel ziehen. Wir konnen allerdings nicht die
<-Beziehung von R auf C fortsetzen. Genauer: Auf C gibt es keine lineare Ordnungsrelation,
die mit der Addition und der Multiplikation auf C vertraglich ist. Wére namlich < eine solche
Ordnungsrelation, so wiirde wie in (1.6) folgen, dal 2% = 0 fiir jede komplexe Zahl z gelten
miifite, insbesondere also auch 1 =1% = 0. Andererseits ist aber —1=¢#>0| +1 =

0 > 1. Wegen der Antisymmetrie folgt hieraus 1 = 0. Widerspruch!




