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811. Vektorraume

(11.1) DEF: Sei K ein Korper und V eine Menge mit einer Addition + : V xV —
V., (v,w) — v+ w € V und einer skalaren Multiplikation -, : K x V — V | (a,v) —>
av € V . Dann heifit (V,+, k) ein K—Vektorraum (oder ein Vektorraum iiber K), wenn
folgende Eigenschaften gelten:

a) Fiir die Addition:

Ay) YwyweV: v+weV

Ay) Vu,v,weV: u+@v+w)=(ut+v)+w
Ay)) YvwyweV: v+w=w+v

Aj) Joy eV YweV: wv+oy=w

A) YWweV JweV: v+w=oy

b) Fiir die skalare Multiplikation:

SMy) YVee KYveV: weV

SM,) YVee KYv,weV: clv+w)=cv+cw
SM;) Ve,de K YveV: (c+dv=cv+dv
SM;) Ve,de K Yv eV ¢(dv) = (cd)v
SM,) YveV: lx-v=w

BEZEICHNUNGEN: (V,+, k) sei ein K—Vektorraum.
Die Elemente aus V' heiflen Vektoren, die Elemente aus K Skalare.
Das Element oy aus Ajz) heifit Nullvektor von V. Er ist eindeutig bestimmt.

Das Element w in A,) heifit der zu v negative Vektor. Er ist eindeutig bestimmt und wird
mit —v bezeichnet.

Die Differenz zweier Vektoren ist definiert durch: v — w := v + (—w) .

(11.2) BEISPIELE: a) Ist K ein Koérper, so ist die Menge M,,,(K) aller (m x n)-
Matrizen mit Elementen aus K nach (10.5) ein K—Vektorraum. Dabei sind m und n beliebige
natiirliche Zahlen. Also z.B.:

My ;5(Q) ist ein Q-Vektorraum
M;(R) ist ein R-Vektorraum
My 3(Z7) ist ein Z,—Vektorraum.
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b) Spezialfall von a): Der K—Vektorraum K™ := M,,(K) aller Spalten aus m Elementen
von K. Addition und Skalarmultiplikation sind komponentenweise definiert. Etwa:

=
e={ ()

ai
D)
as
Q4

ai,as, a3 € R } ist ein R—Vektorraum

a, ae € Q } ist ein Q—Vektorraum

Z% = a1, 09,03, a4 € i ist ein Zs—Vektorraum

c) Jeder Kérper K ist ein K—Vektorraum:
R ist ein IR—Vektorraum, @ ist ein Q—Vektorraum, Z,3 ist ein Zi3—Vektorraum

d) R ist ein Q-Vektorraum

e) Die Menge F(K) aller unendlichen Folgen von Elementen aus K ist ein K—Vektorraum.
Zwei Folgen (an)nen und (by)nen werden “gliedweise® addiert, d.h.

(@n)nen + (bn)nen := (an + bp)nen € F(K) und ¢ (an)nen := (¢ ap)nen € F(K) .
f) Die Vektoren der Ebene (bzw. des Raumes) bilden einen Vektorraum iiber R.

(11.3) SATZ: K sei ein Korper. In einem K-Vektorraum V gelten die folgenden Rechen-
regeln:

a) YveV :og-v = oy

b) Va€e K : a-oy = oy

c) Vae KVYveV :a-v=0y < (a=0g V v=oy)
d) YveV : (-1g)-v = —w.

(11.4) DEF: K sei ein Korper und V ein K—Vektorraum. Eine Teilmenge U C V' heifit ein
Unter(vektor)raum von V, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

Ul) OVEU
U,) Vu,u' €U :u+u €U
U;s) Vae KVueU :a-uel.

(11.5) BEISPIELE: a) Sei A € My, ,(K) . Dann ist die Losungsmenge Lés(A4, o,,) € K™
des homogenen LGS’s Az = o, nach (10.37) ein Unterraum von K".

b) In jedem K-Vektorraum V sind die Teilmengen {oy} und V Unterrdume von V. Der
Unterraum, der nur aus dem Nullvektor besteht, heifit der Nullraum.

ou-{ (3

relR } C R? ist ein Unterraum von IRZ.
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d) Sei vy €V ein fester Vektor. Dann ist
U:=={a-vnlacK}CV

ein Unterraum von V. U heif}t der von vy erzeugte Unterraum von V.

1 -1

e) Seien v, = (2) und vy = ( 0) zwei Vektoren aus R®. Dann ist U :=
3 1

{a1v; + agvy|a,a5 € R} € R?® ein Unterraum von R®. Ein Element aus U heifit eine

Linearkombination von v; und vy. U heifit auch der von der Teilmenge {vi,v,} erzeugte

Unterraum von R?.

(11.6) BEM: Ein Unterraum U C V eines K—Vektorraumes V ist fiir sich selbst betrachtet
wieder ein K—Vektorraum.

(11.7) SATZ: K sei ein Korper, V ein K-Vektorraum und E := {vy,vs,...,v,} CV eine
endliche nichtleere Teilmenge von V. Dann ist die Menge

Lk(E) :={av; +ave+...+ayv, | a1,09,...,04, € K } CV

ein Unterraum von V.

Lk (E) heifit der von E erzeugte Unterraum von V. Ein Element aus Lx(E) heifit eine
Linearkombination der Vektoren vy, v, ..., v,. Man schreibt auch Lx(E) = Lx(vi,v9,...,0,).
Auflerdem definiert man L (0) := {ov}.

(11.8) BEISPIELE: a) E={v}CV = Lk(v)={av|a € K} =: Kv.
b) E= {Ul,vg} CV — EK(Ul,’UQ) = {CL1U1 —|—a2v2| ai, g € K}

c) Betrachtet man K als K—Vektorraum, so gilt Lx(lx) = K , also Lgr(l) = R
£Z2(1Z2) - ZQ .

d) Sei E :={ei,es,e3} CR? die Teilmenge, die aus den 3 Einheitsvektoren aus IR® besteht.
Dann gilt Lg(E) = R

Y

(11.9) DEF: K sei ein Korper und V ein K—Vektorraum. Eine (endliche) Teilmenge E C
V' heift ein Erzeugendensystem (abgekiirzt: EZS) von V, wenn Lg(E) = V gilt.

(11.10) BEISPIELE: a) {ej, ey, e3} ist ein EZS von R?. Dies gilt auch fiir K.
b) Die Menge {ej,es,...,e,} C K™ der Einheitsvektoren in K™ ist ein EZS von K".
c) {1k} ist ein EZS von K.

d) {ov} und 0 sind EZS’e des Nullraumes {oy}.
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Bei einem EZS E C V konnen unterschiedliche Félle auftreten:

a) Jeder Vektor aus V 148t sich auf genau eine Art als Linearkombination der Vektoren aus E
darstellen

b) Es gibt Vektoren, die sich auf verschiedene Arten als Linearkombination der Vektoren aus
E darstellen lassen.

Ende WS 2000/01 — Fortsetzung im SS 2001

(11.11) SATZ: Sei V ein K—Vektorraum. Fiir Vektoren vy, vg,..., 0, 1,0, € V gilt:

,CK(’Ul, V9, ..., Up_1, Un) = EK('UI; Vg, ... ,'Un—l) < v, € ;CK(Ul,’UQ, ceey Un—l)

(11.12) DEF: SeiV ein K—Vektorraum. Eine endliche Teilmenge T = {v1,vo, ..., Up_1,0n} C
V' heifit linear abhingig (iiber K'), wenn sich mindestens ein Vektor aus 7" als Linearkom-
bination der iibrigen Vektoren aus 7" darstellen 1af3t. Anderenfalls heifit 7" linear unabhangig
(iber K). Es wird festgesetzt, dafl die leere Menge () linear unabhéngig iiber K ist.

(11.13) SATZ: Kriterium fir die lineare Abhingigkeit/Unabhingigkeit
Sei V ein K—Vektorraum und 7 = {v;,vs,...,0,} CV :

a) T ist genau dann linear abhéngig, wenn es Skalare aq,...,a, € K gibt, die nicht alle 0

sind, so daB Y a;v; = a1v1 + asvs + ... + apv, = oy gilt.
im1

b) T ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir beliebige Skalare as,...,a, € K mit

> aiv; = a1y + asve + ... + ayv, = oy folgt, daB alle ay, ..., a, Null sind.
im1

(11.15) SATZ: Essei T = {v1,ve,...,u,} € K™ eine Menge von n Spaltenvektoren aus
K™. Ferner sei A die (m x n)-Matrix, deren Spalten die Vektoren w1,vs,...,v, sind. Dann
gilt:

a) T ist genau dann linear unabhéngig, wenn das homogene LGS Az = o, nur den Nullvektor
als Losung besitzt.

b) Ein Vektor v € K™ 1a8t sich genau dann als Linearkombination von v, vs, ..., v, darstellen,
wenn das LGS Az = v losbar ist.

c) T ist genau dann ein EZS von K™, wenn das LGS Az = v fiir jeden Vektor v € K™ 16sbar
ist.

(11.16) FOLG: Sei T :={wvy,...,v, } € K™ eine Teilmenge aus n Vektoren. Dann gilt:
a) T linear unabhingig =— n<m
b) T EZS von K™ = n>m.
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(11.17) DEF: Sei V ein K—Vektorraum. Eine endliche Teilmenge B C V' heifit eine Basis
von V, wenn gilt:

i) B ist linear unabhéngig
ii) B ist ein EZS von V.

(11.19) SATZ: Sei V ein K—Vektorraum und 7 := {vy,...,v,} CV eine Teilmenge. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

a) T ist eine Basis von V

b) Jeder Vektor aus V' 148t sich als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, mit eindeutig
bestimmten Koeffizienten aus K darstellen.

(11.20) BEM: In dem K-Vektorraum K™ gilt nach (11.16):
a) Jede linear unabhingige Teilmenge von K™ hat hochstens m Elemente

b) Jedes EZS von K™ hat mindestens m Elemente

c) Jede Basis von K™ hat genau m Elemente
d) K™ besitzt eine Basis

e) Je zwei Basen von K™ besitzen gleichviel Elemente.

(11.21) SATZ: Ist T = {v1,...,v,} ein EZS eines K—Vektorraumes V # 0, so gibt es eine
Teilmenge S C 7', die eine Basis von V ist

(kurz: jedes EZS enthélt eine Basis).

(11.22) SATZ: Sei V ein K—Vektorraum mit einer Basis aus m Elementen. Dann gilt:

a) Jede linear unabhéngige Teilmenge von V hat héchstens m Elemente
b) Jedes EZS von V hat mindestens m Elemente

c) Jede Basis von V hat genau m Elemente.

(11.23) DEF: Besitzt ein K—Vektorraum V eine Basis aus m Elementen, so heifit m die Di-
mension von V', in Zeichen: m = dimg (V). Man nennt V' dann auch einen m—dimensionalen
Vektorraum.

(11.24) BEISPIELE: a) dimg(R?) =2, dimg(R®) =3
dimg(R™) =n (Basis aus n Einheitsvektoren)

b) dimg(K™) =n (K ein beliebiger Kérper)

c) dimg(K) =1 ({1} ist eine Basis von K)

d) dimg(0) =0 (0 ist eine Basis).
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(11.25) SATZ: Sei V ein n—dimensionaler K—Vektorraum und 7" := {v1,...,vs} C V. Die
Dimension des von 7" erzeugten Unterraumes U = Lg(7) ist dann gleich der Maximalzahl
linear unabhéngiger Vektoren aus 7. Insbesondere gilt dimg(U) < n.

(11.25) SATZ: Sei V ein n-dimensionaler K—Vektorraum und 7" := {vy,...,vs} C V. Die
Dimension des von T erzeugten Unterraumes U = Lg(T) ist dann gleich der Maximalzahl
linear unabhéngiger Vektoren aus 7. Insbesondere gilt dimg(U) < n.

(11.26) SATZ: U sei der von den Spaltenvektoren vy, ...,v, € K™ erzeugte Unterraum von
K™ und A € M,,,,(K) die Matrix mit den Spalten vy, ..., v,. Ferner sei r = rg(A). Dann gilt:

a) dimg(U)=r

b) Bezeichnen ki, ..., k. die charakteristischen Spaltenindizes der Treppenmatrix T(A) von
A, so ist {vg,,Vk,,. .-,V } eine Basis von U.

(11.27) BEISPIEL: Sei U = L (v1,...,v5) € R* der von den Vektoren vy,...,vs € R*

erzeugte Unterraum von IR*, wobei die Vektoren vy, ..., vs gerade die Spalten der nachfolgen-
den Matrix A sind. Es sollen die Dimension und eine Basis von U bestimmt werden.

1 3411 2

1 013 01
A=

-1 1010 2

-1 100 21

10100 —2/3
01100 7/9
00010 5/9
00001 —2/9

T(A) =

T(A) hat den Rang 4, also ist dimg(U) = 4. Die charakteristischen Spaltenindizes sind
ki=1,ky=2,k3 =4,ks =5, also ist

{Ula Vg, V4, U5}

eine Basis von U.
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Zum Abschlufl der Linearen Algebra wollen wir noch folgende Probleme behandeln:

a) Der Rang einer Matrix ist durch die zugehérige Treppenmatrix definiert. Laft sich der
Rang auch direkt an der Matrix ablesen?

b) Die Losungsmenge L eines homogenen LGS’s Az =0 (A € M,,,,(K)) ist ein Unterraum
von K". Wie laft sich die Dimension von L bestimmen? Wie 1afit sich eine Basis von L finden?

c) Fiir eine invertierbare Matrix A € M, (K) muf} es eine Matrix B € M, (K) geben mit
A-B=EFE, und B-A = E,. Reicht eine der beiden Bedingungen schon aus?

d) Eine Matrix A € M,,(K) ist genau dann invertierbar, wenn ihr Rang gleich n ist. Dieser
Rang wird iiber die Treppenmatrix berechnet. Gibt es noch eine andere Moglichkeit, dies
festzustellen? (Stichwort: Determinanten)

(11.28) DEF: Sei A € My, ,(K) .

a) Der Spaltenrang rg;(A) von A ist die Dimension des von den Spalten von A erzeugten
Unterraumes von K™ = M,, ;(K) (des Spaltenraumes S(A) von A).

b) Der Zeilenrang rg,(A) von A ist die Dimension des von den Zeilen von A erzeugten
Unterraumes von My ,(K) (des Zeilenraumes Z(A) von A).

(11.29) SATZ: Fiir eine Matrix A € M, ,(K) gilt rg(A) =rg,(A) = rg,(A).

Beweisidee: rg(A4) = rg,(A) folgt aus (11.26). Durch elementare Zeilenumformungen dndert
sich nicht der Zeilenraum Z(A). Daher gilt rg,(4) = dimg(Z(A)) = dimg(Z(T(A4))) =
rg,(T(A)) = rg(A).

(11.30) BEM: a) (Basiserginzungssatz) Ist V ein n—dimensionaler K—Vektorraum, so
148t sich jede linear unabhéngige Teilmenge von V zu einer Basis von V erginzen.

b) V sei ein n—dimensionaler K—Vektorraum. Ist U C V ein Unterraum mit dimg (U) =n =
dimg (V), so folgt U = V.



