Chr. Nelius Mathematik fir Informatiker II (WS 2000/01) Musterlésungen

Aufgabe 21

Es sei z = 8. Dann gilt |z| = V02482 = 8 und ¢ = arg(z) = § (= 90°). Fiir die dritten Wurzeln wy
mit k € {0,1,2} aus z gilt nach (14.8) die Formel

wr = v/ 2] [cos (%%j + isin (%M)] (k €{0,1,2}).
Es gilt nun:
3 3 T
\/|z|=\/§=2undg0=§.

Damit ergeben sich folgende Losungen:

w0:2[cos(%)+isin(g)}: [%f ] V3 +i
w1:2[cos(%7r)+zsm< )] { \/_+z]=—\/§+z'

o) i ()] - () (5]

Die Proberechnungen sehen wie folgt aus:

wi = (V3+0)° =32 +3(v3)?2i+3vV3i2 +i®> =3vV3+9i —3V/3—i =8i,

w} = (—vV3+i)® = (—v3)? +3(—v3)2i + 3(—V3) i +i® = =3V3 + 9i + 3v3 —i = 8&i,
5 = (=20)° = (=8)° = (=8)(~i) = &.

Die grafische Veranschaulichung findet man in Abbildung 1.

w

Aufgabe 22

Es sei € € Ry beliebig. Dabei gilt Ryg = {r|r € R,r > 0}.
Es ist zu zeigen: Es existiert ein Index ng(e) € N mit

lan, — 0] = %<Efurallen€Nm1tn>n0()

Setze dazu

w1 ( Wo 6

Abbildung 1: Die Zahl 8 und deren dritte Wurzeln wy,

_1-
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Dann ist ng(e) € N, und fiir ein beliebiges n € N mit n > ng(e) folgt:

/3 /3
> — 1 — .
n_{ 5€|—|— > 56>0

Nach Aufgabe 1d) (Mathematik fiir Informatiker I) darf man diese Ungleichung quadrieren und erhilt

3
2

> —>0.
n 5¢e

Nach Aufgabe 1a) (Mathematik fiir Informatiker I) darf man zu den inversen Zahlen {ibergehen und dabei
> durch < ersetzen. Dadurch erhélt man:

Nach (1.8) darf man diese Ungleichung mit % > 0 multiplizieren, ohne dass sich die Ungleichungsrichtung
dndert:

an=%<e.

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Zu & = 10719 berechnet man ng(g) zu

no(e) = \f/% . 1010J + 1 = 77460.

Auch jede Zahl grofer als 77460 erfiillt die geforderte Eigenschaft.
Zu & = 1075 berechnet man ng(¢) zu

no(e) = \‘\/g . 105J + 1 = 245.

Auch hier erfiillt jede Zahl gréfler als 245 die geforderte Eigenschaft.

Aufgabe 23
Als Voraussetzung ist bekannt, dass ILm an, =a,und c € C.
n oo

Die Behauptung lautet

nhﬂn;()(c ap) = ca.

Im Beweis unterscheide man zwei Fille:

1. Fall: Wenn ¢ = 0 gilt, dann ist (ca,) die konstante Folge (0), die nach (15.4c) gegen 0 = 0 - a, = ca,
konvergiert.

2. Fall: Es gelte ¢ # 0. Ferner sei € > 0 beliebig.

Zu zeigen ist: Es existiert ein ng (¢) € N mit

|ca, —ca| < ¢ fiir alle n € N mit n > ng (¢).

Da ¢ # 0 ist, ist |¢| > 0 und folglich gilt = € Rsq. Nach Voraussetzung existiert ng (i) € N mit

le [c]

|an—a|<ifﬁrallenENmitn>n0 <|%|)

le]
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Dann folgt:

€ .
— < e fiir alle n € Nmit n > ng (€).
c

can — cal = |¢(an — a)| = [ lan — a] <¢|

Daher setze man ng (€) := ng <‘ET|) und es gilt

|ca, — ca| < ¢ fiir alle n € N mit n > ng (),

d.h. lim (ca,) = ca.
n—oo

Aufgabe 24
a) (a) Esgilt

n3

4 —n+15 414187

n

P+ 2m?-1 3424

an

Da (+) eine Nullfolge ist, ist nach Aufgabe 23 (2) auch eine Nullfolge, und nach (15.8b) ist ()
ebenfalls eine Nullfolge. Wegen Aufgabe 23 ist dann (—-z) auch eine Nullfolge. Die konstante
Folge (3) konvergiert gegen 3.

Im Zshler steht also die Summe aus drei konvergenter Folgen. Die Summenfolge ist konvergent
mit dem Grenzwert 3+ 040 = 3.

Analoge Uberlegungen fiir den Nenner ergeben, dass dieser als Summe von konvergenten Folgen
ebenfalls konvergiert. Der Grenzwert ist 4+ 0+ 0 =4 # 0.

Nach (15.8c) ist die Folge (an) konvergent mit dem Grenzwert 3.

(b) Es gilt
3n? —4n + 2 %—%-&-%
an = = :
"U4nP4n?-13 0 44113

Wie in a) begriindet man: Die Z#hlerfolge ist konvergent mit Grenzwert 0, die Nennerfolge ist
konvergent mit Grenzwert 4 # 0. Nach (15.8¢) ist damit (a,) konvergent mit dem Grenzwert
9 -0,dh. lim a, =0.

4 n—oo

b) Ausrechnen und Zusammenfassen ergibt zunéchst
2
2 2 2i ) 2 -
an = — + @—H :—+i+—l\/§—1= = — 1)+ =V3i.
n? n n? n?2 n n? n

Da % — 0 gilt, konvergiert der Klammerausdruck gegen —1, und weil % — 0 gilt, konvergiert
2v/3i - L gegen 0.
Da (a,,) als Summe zweier konvergenter Folgen geschrieben weerden kann, ist (a,,) selbst konvergent

mit dem lim a, = —1.
n—oo

Aufgabe 25
a) Es gilt
2122 = (x1 +iy1) - (T2 + iy2) = (@122 + y192) + i(T1Y2 + T2y1)-

An dem letzen Term erkennt man, dass hochstens vier reelle Multiplikationen benétigt werden. Sind
eine oder mehrere der Groflen x1, 22, y1 bzw. ys gleich 0, so werden weniger Operationen notig.
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b)

d)

Es sei 2o # 0. Dann gilt

_A_mtiy _ (z1 +iy1)(z2 — iy2)
29 my+iys  (z2 +iy2) (@2 — iys)
_ TiTr +yiye + 1Y1T2 — 1T1Y2 _TiTr Yy 1T — D1y

3+ y3 3 + 3 3 + 3

Fiir Re(w) bendtigt man zwei reelle Multiplikationen im Zihler, zwei reelle Multiplikationen im
Nenner sowie eine Division. Fiir Im(w) fallen zwei reelle Multiplikationen fiir den Zihler und eine
Division an. Der Nenner ist schon bekannt. Dadurch ergeben sich insgesamt hochstens acht reelle
Multiplikationen und Divisionen.

Aus
(@1 +y1) (@2 + y2) = 122 + Y1Y2 + T1Y2 + T2t

folgt

(21 + y1)(@2y2) — T122 — Y1Y2 = T1Y2 + T2y1. (1)

Fiir den Realteil von z; - 2o werden weiterhin zwei reelle Multiplikationen benétigt, allerdings kann
man den Imaginirteil wegen der Gleichung (1) durch nur eine weitere Multiplikation berechnet
werden. Damit bendtigt man insgesamt hochstens drei reelle Multiplikationen.

Es gilt die Gleichung

(1 +y1)(22 — ¥2) — 122 + Y1y2 = —T1Y2 + Tay1.
Auf Grund dieser Formel braucht man fiir den Zahler von Im(w) in b) nur eine reelle Multiplikation,
womit man insgesamt hochstens sieben reelle Multiplikationen oder Divisionen bendtigt.
Es sei nun z3 # 0. Dann gilt entweder x5 # 0 oder y2 # 0.
Es gelte im folgenden z2 # 0. Der andere Fall ist analog. Dann gilt

Y2 _ ¥
w o= 2L = T2 +yiy2 | yixe —x1y2 1 Ty (wi) R (wi)

2 2 2 2 - .

Zu berechnen sind also die Werte a = z—z, y1a, yaa und z1a (vier Terme) sowie zwei reelle Divisionen.
Dies ergibt insgesamt hochstens sechs reelle Multiplikationen oder Divisionen.

Aufgabe 26

a)

b)

Es gilt a = (a — b) + b sowie b = (b — a) + a. Dann folgt:

Ungl.

A-
la| = [(@=b) +b < [a—bl+[b| = |a] = o] < |a—Db]

und

Ungl.

A-
bl =|(b—-a)+a| < [|b-a|+]a| = |b] —a| < |b—a| =]a—b] = |a| = [b] = —|a - D].
Setzt man r = |a — b|] € R>g, so gilt

—r<la-[p| <7
und damit

[la] — [b]] <7 =l]a—b].
Fiir a € C gilt |a| = via@ (nach 14.6a). Dann folgt:

la| = Vaa "=’ Vaa = |a|.

_4—
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Aufgabe 27
a) Es sei ¢ € Ry beliebig. Nach Voraussetzung existiert ein ng(e) € N mit
lan, — a| < e fiir alle n > ny(e).
Mit Hilfe von Aufgabe 26a folgt
|lan| —lal| < |an — a] < ¢ fiir alle n > ng(e).
Folglich ist (Ja,|) konvergent mit |a| als Grenzwert.
b) Es sei € € Ry beliebig. Nach Voraussetzung existiert ein ng(e) € N mit
lan, — a| < e fiir alle n > ng(e).

Mit Aufgabe 26b folgt

@, —a| == [a, —a| = |an — a| < € fiir alle n > ng(e).

Also ist (@,) konvergent mit @ als Grenzwert.

Aufgabe 28

Nach Aufgabe 23 sind auch die Folgen ((an + b,)) und (% (a, — by)) konvergent mit den Grenzwerten 1a
bzw. %b.

a) Nach (15.8a) ist die Summenfolge konvergent mit 1a + b als Grenzwert, also folgt

1 1 1 1 1 1 1
§(an+bn)+§(an—bn) = 50n + 500 = an — ja+t §b: 5(a+b).

Demnach ist (a,) konvergent mit (a + b) als Grenzwert.

b) Die Folge (—1(a, — by)) ist nach Aufgabe 23 konvergent mit —1b als Grenzwert. Nach (15.8a) ist
die Summenfolge konvergent mit %a — %b als Grenzwert. Damit folgt nun:

1 1 1 1 1 1 1

Demnach ist (b,) konvergent mit (a — b) als Grenzwert.
c) Nach (15.8a) ist das Produkt der beiden konvergenten Folgen (a,) und (b,) wieder konvergent mit

dem Grenzwert %(a® — b%), denn

%(a+b) - %(a— B) = ~(a+b)(a—b) = i((ﬁ _ ).

e e

Aufgabe 29

a) Esseien a:= lim a, und b:= lim b,.
n—00 n—00

Die Behauptung lautet nun: a < b.

Nimm an, dass a > b ist. Dann gilt € :==a — b > 0.
Zu
Zu

€ R existiert ein ny € N mit |a, — a| < € fiir alle n > n;.

SN

€ Ry existiert ein ny € N mit |b, — b| < ¢ fiir alle n > ns.

Fiir n > ng := max{nj,na} gelten dann beide Aussagen gleichzeitig. Insbesondere folgt dann

€ € € € a—>
—5 <@ —a<g=ra-g<ap<a+; 5 =

5 2 5 mit a—

1
=a-— a— =+ :§(a+b)

N | o

2o ™
N
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und
L by —b< S b by <b+ S mit b+ C=pe il @ 0Ly
2 o 2 2 o 2 2 2 2 2
Damit folgt
1 Vor. 1
i(a +b) <ap, < by < §(a +b). WIDERSPRUCH
Also gilt a < b.
b) Diese Aussage ist falsch!
Ein Gegenbeispiel:
1 1
a,=1-—— b,=1+—.
n n
Dann gilt a,, < by, fiir alle n € N, aber
lim a, =1= lim b,.
n—oo n—oo
Aufgabe 30
a) Es gilt (siche Mathematik fiir Informatiker I)
1
nr—1< |nz| <nzx = m——<M§$.
n n

Die Folge (m - %) konvergiert gegen z, da (%) eine Nullfolge ist. Ebenso konvergiert die konstante

Folge (z) gegen den Grenzwert z. Nach dem EinschlieBungsatz (15.12) folgt

lim M =z
n—oo n

3" +2i 3\" L (1\"
e N OROR
Nach (15.10a) erhilt man

. 3\" . 1\"
i (3) =0 i (3) =0

Nach (15.8a) folgt dann lim a, = 0.
n—oo

b) Es gilt

¢) Fiir n > 5 gilt

22222 2
"=1'2°3°45 n
—
=3

sowie

2 _1

k 2
und daher

9 1 n—4

Es gilt aber auch fiir n > 5 die Folgerung

) 1 n—4 ) 2 1 n—4
fm (3) =o=pm (33) =0

Mit dem EinschlieBungssatz (15.12) folgt dann li_>m an = 0.
n—oo

—6—
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Aufgabe 31
Es sei a := 1i_>m an- Aus ap, > 0 fiir alle n € N folgt a > 0 (Aufgabe 29a).

Es sei € € Ry gegeben.
Zu zeigen ist: es existiert ein no(¢) € N mit | /a, — /a| < ¢ fiir alle n > no(e).

a =0 : Dann ist (ay) eine Nullfolge und es existiert ein ng(e) € N mit
0 < an, = |ay| < &2 fiir alle n > ng(e).
Dann folgt
Van < Ve? = ¢ fiir alle n > ng(e),

d.h. (y/a,) ist eine Nullfolge.

a > 0 : Durch Erweitern erhilt man zunachst

e i VI V) VE)

Van ++/a C Van +Va
Desweiteren gilt
+ >Va>0= L !
a a a
\,ﬁ ~— Van ++/a ~ a

Dann gibt es ng € N mit |a, — a| < € - +/a fiir alle n > ng, da a = lim a, ist. Nun folgt:
n—00

|\/an—\/a|S%<%=Efﬁrallen2no,

dh. ya= ILm V.

Aufgabe 32

a) Durch Einsetzen in die rekursive Definition erhélt man:

a3=vV1+1=+2

a2=\/1=1
as=1\1+V2 as =\[1+\1+V2 aez\/1+\/1+\/1+\/§

b) Es wird behauptet, dass a, < any; fiir alle n € N gilt.

Cll:O

Der Beweis wird mit vollsténdiger Induktion gefiihrt:
(TA): Esgilta; =0<1=+1=a,.
(IV): Es gelte a, < ap41 fiir ein bestimmtes n € N.

(IS): Aus der (IV) folgt sofort 1+ a, < 1+ ap41. Daraus wiederum folgt die Ungleichungsbeziehung
an41 = \/1 +an < \/]- + Gnt1 = Gny2.

c) Die Behauptung 0 < a,, < 2 fiir alle n € N wird wieder mit vollstéindiger Induktion nachgewiesen:

(TA): Esgilt 0=a; <2.
(IV): Es gelte 0 < a,, < 2 fiir ein bestimmtes n € N.

(IS): Aus der (IV) folgt zum einen 0 < a, + 1. Dann folgt aber auch 0 < v/a, +1 = any1. Zum
anderen folgt aus der (IV) auch a, + 1 < 3 und damit dann a,1 = va, + 1 < V3 < 2.
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d) Da (a,) monoton wachsend und nach oben beschrénkt ist, ist (a,) nach (15.16) konvergent. Es sei

nun ¢ = lim a,. Dann gilt
n—oo

a= lim apy1 = lim Va, + 1 =2" /lim (a, + 1) = 1/(lim an) +1=+a+1.
n—oo n—o0 n—oo n—0o0

Es gilt also die Folgerungskette

1 /1 1 1
a=\/a+1$a2=a+1=>a2—a—1=0$a=§ﬂ: Z+1:§_§\/5'
Da a > 0 fiir alle n € N gilt
1 1
= -+ -Vb.
a 2+2\/—

Aufgabe 33

Im weiteren setzen wir

N | =
N =
S

Nach (6.10e) gilt

F, = % (@™ = g™ fur allen € Ny.
Damit berechnet man
g\
Fa _ =) 12 (6)
foomln= o (9)"

a

n+1 n
Wegen a # 0 und |a| > |8| folgt ‘g‘ < 1. Wegen (15.10a) folgt damit (ﬁ) — 0 und auch (g) — 0.
Mit den Grenzwertsétzen (15.8) ergibt sich dann
lim Fuiy =

n—oo n

Aufgabe 34
a) Es gilt zunichst
TS AT LT T =2 T = T < Y3+ T < T Y2
Nach (15.20a) gilt /2 — 1 und damit folgt 7 - ¥/2 — 7. Nach dem EinschlieBungssatz (15.12) folgt

somit lim a, = 7.
n—oo

b) Es gilt
1\" 1
1+—] —=e#0 1+ - —>1#0.
n n
Mit diesen Beobachtungen folgt

o \"T 1\ 1
R A

1 n
‘(1+%> I+ T+ )" 1+l

also gilt
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Aufgabe 35

a) Es seien s € R und s’ € R Suprema von M. Dann gilt:

s =sup(M), s'ist obere Schranke von M = 5 < s/,
s' =sup(M), s ist obere Schranke von M = s’ < s.

Zusammen ergibt sich s = s'.

b) Es sei s € M eine obere Schranke. Ist ¢ € R eine beliebige obere Schranke von M, so folgt insbeson-
dere s < t, d.h. s ist die kleinste obere Schranke von M, also s = sup(M).

c) Es sind hier zwei Beweisrichtungen zu priifen:

= : Es sei s :=sup(M) und € € Ry beliebig.
Aus der Annahme s — ¢ > z fiir alle x € M folgt, dass s — € eine obere Schranke von M ist mit
s — e < s. Dies ist ein WIDERSPRUCH zu s = sup(M).
Daher existiert zu jedem € € Ry ein £ € M mit s —e < z.
< : Es sei t € R eine beliebige obere Schranke von M. Es ist zu zeigen, dass s < t gilt.
Unter der Annahme s > ¢ folgt ¢ = s —t > 0. Nach Voraussetzung existiert ein € M mit

r>s—e=s—(s—t)=t.

Dabher ist ¢ keine obere Schranke von M. Dies ist ein WIDERSPRUCH zum ersten Satz dieses
Beweisteils.

Also ist s die kleinste obere Schranke von M, d.h. s = sup(M).
d) Die Formulierungen (ohne Beweis) fiir Infima lauten:

a’) M besitzt hochstens ein Infimum.
b’) Eine untere Schranke von M, die zu M gehort, ist das Infimum von M.

¢’) Eine untere Schranke u € R von M ist genau dann das Infimum von M, wenn zu jedem £ > 0
mindestens ein y € M existiert mit y < u + €.

Aufgabe 36

Es ist zu zeigen:
oo
Z |akbg| ist konvergent.
k=1

Da dies eine Reihe mit nicht-negativen reellen Gliedern ist, geniigt es nach (16.9) zu zeigen, dass die Folge
der Partialsummen nach oben beschrinkt ist.
n

Es sei s, = Z |arbg|-
k=1

oo n
Da Zak absoult konvergent ist, ist auch Z |ax| konvergent. Daher ist die Folge der Partialsummen
k=1 k=1

n
(Z |ak|> nach oben beschrinkt, d.h. es gibt ein K > 0 mit
k=1 neN

n

Z|ak| < K fiir allen € N.
k=1
Da (b)gen beschriinkt ist, gibt es ein L > 0 mit
b < L fiir alle k € \.

Damit folgt nun:
n k

n n
sn= ) labil =) lag| - [bel <D lag|-L=L-Y ay| <LK,
k=1 k=1

k=1 i=1

d.h. die Folge (s,)nen ist nach oben beschrinkt.
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Aufgabe 37

a) Bilde die Partialsummen

Zak (n€eN) Zak (n > 10).

k=10
n
Da ay konvergent ist, ist die Folge (s,), konvergent. Dann ist wegen der Grenzwertsétze auch
g ) g g g

k=10
die Folge (t;)n = sn — (a1 + a2 + - - - + ag) konvergent, und es gilt:

Zak= lim ¢, = lim (s, — (a1 +---+ag)) = lim s, — (a1 +---+ag) =s— (a1 + --- + ay),

n—00 n— 00 n—o0
k=10
o0 o0
d.h. z ap = Zak — (a1 + -+ ayg).
k=10 k=1
Allgemein gilt: Fiir beliebiges ko € N gilt:
ko—1
Su-Yu-Fa
k=ko
b) Es gilt
i 1 1& 1 1%(1)’“
T =323k — 3 3]
pul 3i=3 i \3

Wegen |§| < 1ist die geometrische Reihe

1M
/N

berechnet man mit Aufgabenteil a):

() =26 -6 -6)
3% 3 3 l;) 3 3 3
_1[3 . 1]_1[1_1]_1 11
“3(2 7 3] 32 3] 3 6 18
Aufgabe 38
a) Es gilt
S == DR = - n),
k=1 k=1
© Lk oo k
24_=Z<é) :%_1=5—1:4 (geom. Reihe).
im o S \b 1-3

oo
Nach Satz (16.8) ist Z ay konvergent, und es gilt:
k=1

oo oo 1 oo 4 k
1)k . —
doap=) (-1 E+12(3> =—In(2) +i-4.
k=1 k=1 k=1
b) Eine Partialbruchzerlegung ergibt
1 ISR 1
(2k-1)(2k+1) 2 [2k—1 2k+1]"

~10-
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Damit folgt nun:

_ﬁia_l TR Y (N DIRURSY U SRS S R (S S
Sn = L0k = g 3 375 m—3 2m—1 m—1 2n+1

k=1
1 1
=—|1- .
2 [ 2n-+1]
o0
Damit ist (s,) konvergent, daher ist auch Z ay konvergent und es gilt:
k=1
1 1 1
Zak = Jim o= Jim (5 (1-557)) =5
Aufgabe 39

a) Diese Reihe ist konvergent nach dem Wurzelkriterium (16.16):

L 2k+1 _2_\'6/5

Kk
denn ¥/2 - 1 und 2 — 0.
b) Es gilt
k+1 1+ 1
2k+1 247 2

Daher ist ((—1)’““%) keine Nullfolge, also ist die Reihe nach (16.3) divergent.

c) Fiir diese Reihe gilt:

1
k+2 _ k+2

3 ox? _ g2 > K2 (k +2 =
AT =kE+N 2 k+2) = 5 mm < agry 12

o
k+2
Daher ist — eine konvergente Majorante zu + ,
k3 + Tk

kl k=1

weswegen diese Reihe konvergent ist.

d) Diese Reihe ist divergent, denn:

1
<
Fr1Sk+2= 0>,

multiplizieren mit kkﬂ > 0 liefert

k+2 k+2 1 1

kk+1) = k k+2 k

— 1 : : : 1
Also ist Z P eine divergente Minorante zur Reihe ,; "
Aufgabe 40
Es gilt

o0
z
exp(z) = Z i nh_)rrgo Sp, mit s, = Z X

—11-—
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und

exp(z) = Z = nh_)n;otn mit t, = z T
k=0 k=0

also folgt weiter

exp(z) = lim s, =" lim 5, = hm t, = exp(2).

Aufgabe 41

oo
a) Die Reihe Z |ax| ist eine Reihe mit reellen Gliedern, welche die Eigenschaft |a| > 0 erfiillen. Nach
k=1

Voraussetzung gilt ¥/|ax] < ¢ < 1 fiir alle k > ko. Nach dem Wurzelkrltenum (16.15) ist damit

Z |ax| konvergent, daher ist nach Definition (16.6) die Reihe Z ay absolut konvergent.
k=1 k=1

b) Es sei
ap = 7]6 ‘
T\ 2+ik—1)

_ k b k *
:|ak|_(l2+i(2k—1)|) \VA+ (2k—1)2
k

(=) =)
T \Vararz_ak+1)  \Vsrak2_ak

k 1 Aufg. 31 1 1
e k a = = y — = —.,
Vil = e = ERFI Vi 2

Nach dem Wurzelkriterium (16.16) ist daher Z |ax| konvergent. Daher ist die Reihe Z ay, absolut
konvergent und damit auch konvergent.

Aufgabe 42
Mit ay = by = 5% gilt nach (16.18)
1 k+ 1
ck_zajbk J 221 2k j 2k_ ok
oo
Die konvergente geometrische Reihe Zak ist absolut konvergent, da a; > 0 fiir alle k¥ € Ny ist (dann
k=0

oo
folgt gerade |ag| = ax). Nach (16.20) ist das Cauchy-Produkt ch wieder absolut konvergent, und es

k=0
gilt
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Aufgabe 43
a) Die Aussage wird zuniichst fiir alle n € Ny per Induktion bewiesen:
(TA) n =0: exp(0) =1 =€ nach (16.21 f).
(IV) Fiir ein beliebiges (festes) n € Ny gelte exp(n) = e™.
(IB) exp(n+ 1) = emtt.
(IS) exp(n +1) (1621 <) exp(n) - exp(1) D) gn el = gntt,
b) Es sei nun n € Z mit n < 0. Dann kann man n schreiben als n = —m, wobei m € N eine positive

natiirliche Zahl ist. Nun folgt:

. 1 1
exp(n) = exp(=m) T s B = e e
c) Esseinun ¢ =7 € Q mit m,n € Z und n > 0. Dann gilt
exp(g") "= " explg - n) = exp(m) 2 €™ (> 0)
= exp(q) = Vem =en =el.

Aufgabe 44

a) Es sei 0 = lim 1]
n—oo |ag|

z # 0 und by = ai2z*. Dann ist |bg| > 0, d.h. Z |br| ist eine Reihe mit positiven Gliedern.

1
> 0 und p = —. Fiir z = 0 ist die Reihe absolut konvergent. Es sei daher
o

Es sei nun z € C mit |z| < p gegeben. Nach Berechnung des Quotienten

k+1
Akt12 :|ak+1|-|z|—>a|z|<a-p=0-

|a|

brta| _
|b|

=1

apz¥

1
p
ist die Reihe Z |b| nach dem Quotientenkriterium (16.14) konvergent, d.h. Zakzkis‘c fir |z] < p
absolut konvergent.

Nun sei z € C mit |z| > p. Dann gilt

1
bk+1 k+

by,

Ap+1%
a2k

Q41

|z| > olz| >0-p=1,

daher ist nach (16.14) die Reihe Zakzk divergent.

b) Die Berechnung der Konvergenzradien mit Hilfe von a) ergibt folgende Rechnungen:

(a) Esist ap = iy
g | _ kK2 +1 _ K2 +1 _ 1+ % 1 =1,
ak (k+12+1 K+2k+2 1+2+32
(b) Hier ist akz%.
k1 |
GZZI _(k3++i)-k3k: 'kf-1:3+1+1%_>3:”’:§'
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