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Aufgabe 61: Berechne die folgenden unbestimmten Integrale direkt oder mittels Substitution

()/(5w +42” + {/z +2)dz, (b /Ia:|d:v, /mdaz
) /x\/l-l-—x?da:, (e) /.7:2 R/2 + 3da, () /sinh(:z:) cosh?*(z)dz .

Lésung:

(a) Es gilt nach Satz 21.4 und Tabelle 21.3b
/(5x5+4m2+ \3/5+2)dm = 5/m5dm+4/w2dx+/x1/3da:+2/1d$

56 4, 3
= 2%+ -2+ P2t C

6 37 T4
4
= 26+3x +3x Yo +2z+C.

(b) Nach Aufgabe 58 ist F(z) = z - |z| differenzierbar, und es ist F'(z) = 2|z|. Nach Satz 21.4

gilt dann
/|x|dw— /F - 1r@ )+C——w|x|

(c) Mit der Substitution ¢t = 22 + 1 ergibt sich mit der Tabelle 21.3b

2z (1., _ 9
/1+ 5 dz /tdt—ln(|t|)+C—ln(:c +1)+C.

(d) Mit der Substitution ¢ = 22 4+ 1 und der Tabelle 21.3b ergibt sich

1 1
/x\/1+:c2dx = —/\/Edm = i/tl/zdt

1 2 1

= ~13/2 = /i
53t +C S+ C

= 5(ga2 +1)Va2+1+C.

(e) Mit der Substitution t = z® + 2 ergibt sich nach Tabelle 21.3b
1 1
/w2 1\2/2+—3103dac = 5/ tdt = 3 /tl/lzdt

112 4
5-1—3t13/12+0 = @ +2) Ve +2+0C.

(f) Da der Sinus hyperbolicus die Ableitung von dem Cosinus hyperbolicus ist, folgt mit der
Substitution ¢ = cosh(x)

1 1
/sinh(x) cosh* (z)dx = /t4dt = 3t5 +C = R cosh®(z) + C'.

Aufgabe 62: Berechne die folgenden unbestimmten Integrale mit Hilfe partieller Integration

(a) / wsinh(z)dz, (b) / (@ + 1) cos(z)dz, (c) / s2e%ds, (d) / oIn(z)ds.



Lésung:

(a) Mit Hilfe der partiellen Integration (Satz 21.5) mit f(z) = z und g(x) = cosh(z) folgt
/a:sinh(x)d:c = g cosh(z) — /cosh(x)d:c = g cosh(z) — sinh(z) + C'.
(b) Ebenso gilt mit f(z) = z und g(z) = sin(x)

J(x +1)cos(z)dx = /;ccos(;c)dx +/cos(x)da:
= zsin(z) — [ sin(z)dx + sin(x)
cos(z) + sin(z) + C
(x + 1) sin(z) + cos(z) + C'.

zsin(z) +

(c) Wir wenden die partielle Integration auf f(z) = 2% und g(z) = e an. Es gilt dann mit dem
Beispiel 21.6b

/xze”d:c =z%e” — 2/xezdm =z’ —2(z —1)e* +C = (2 =22+ 2)e” + C.

(d) Nach Beispiel 21.6a ist g(z) = z(In(z) — 1) eine Stammfunktion von Inz, also konnen wir
mit f(x) = z wieder partiell integrieren.

/wln(w)d:b =z?(In(z) — 1) — /m(ln(w) — 1)dz = 2*(In(z) — 1/2) — /:cln(w)dw.

Dies sieht nicht nach einer Verbesserung aus, dennoch kénnen wir diese Gleichung als eine

Gleichung in / zIn(z)dz auffassen und erhalten

/xln(m)dm = %xz(ln(m) -1/2)+C

Alternativ kdnnen wir auch f(z) = In(z) und g(z) = £z* benutzen, und es folgt

1 1 1. 1 1
/a:ln(m)d:c = §x2 In(z) — 3 /acdac = Emz In(z) — sz +C = §x2(ln(m) -1/2)+C

Aufgabe 63: Bestimme die folgenden unbestimmten Integrale mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

1 1 1
(a) /a:2 dz , (b) /—(;c—l)(a:2+1)dx’ (c) /7m2—2x+2dw'
Losung:
(a) Es gilt

1 1 1 (@42 -(@-2 1 [ 1 1
2—4 @-2)z+2) 4 (@-2)(z+2) _Z'(m_a}+2)'

Damit erhalten wir

[amate=1 ([ 55 [ 533) =3z =2 = (o +2)) + €




(b) Wir betrachten die rationale Funktion

1
(x —1)(x2+1)

und wollen sie als eine Summe einfacherer rationaler Funktionen schreiben, d.h in dieser
Summe sollten die Nenner linear oder quadratisch sein, wobei letztere keine Nullstelle haben
sollen. Dazu betrachten wir die Gleichung

1 A Bz +C

@-D@+1) -1 2241

in den Variablen A, B,C' € R. Durch Multiplikation mit dem Nenner der linken Seite erhalten
wir

1=4-(2>+1)+(Bz+C)-(z-1)=(A+ Bz’ +(-B+C)z+(A-0).
Da diese Gleichung fiir unendlich viele z € R erfiillt sein soll, gilt nach Koeflizientenvergleich
A+B=0, B-C=0 und A-C=1.

Dies ist nun ein lineares Gleichungssystem mit der Losung.

Wir bekommen also

1 d 1 1 z+1
————dr = | — — | .
(z —1)(z2 +1) 2 \z—-1 22+1

Fiir unser Integral ergibt sich nun folgendes:
1 z+1
-</$_1dx—/x2+1dx>
1 T 1
- drt — | ——der— | ——dz) .
(/a:—lx /$2+1m /:c2+1 m)

Wie in 21.11 und nach Aufgabe 61 (c) und Beispiel 21.28 (d) kennen wir diese Integrale, und
es gilt

1
/ G- D@FD®E =

N = DN =

/mdm = % . (ln(|w —1)) =1/2-In(z® + 1) — arctan(m)) +C.

(c) Fiir das letzte Integral hilft die Umformung

1 B 1
r2-22+2 (z—-1)2+1"

denn mit der Substitution ¢t = £ — 1 erhalten wir

/mdx = / mdﬁr = / mdt = arctan(t) + C = arctan(z — 1) + C'.

Aufgabe 64: Berechne die bestimmten Integrale

/4 9 16
(a)/o tan(z)dz , (b) /4 (%—m)dm, (c)/1 g



Lésung:

(a) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung miissen wir eine Stammfunktion
von tan(z) auf dem Intervall [0, 7/4] bestimmen, da die Tangensfunktion auf diesem Intervall
stetig ist. Dazu betrachten wir

/tan(x)dm = —/%r(lg)dw

Da die Ableitung des Cosinus der negative Sinus ist, konnen wir mit der Substitution
t = cos(z) arbeiten und erhalten

— [ 228 = [ Lt = —tn(ie) + 0 = ~n(|os(@))) + C

cos(x)

Damit ist — In(cos(z)) eine Stammfunktion von tan(z), und es ergibt sich fiir das bestimmte
Integral

/4

w/4
/0 tan(z)dz = — In(cos(z)) = —In(cos(w/4)) + In(1) = —In(1/2) = In(2).

0

(b) Die Anwendung des Hauptsatzes fithrt wie in (a) auf die folgende Rechnung

/49 (%—m) dr = (4y/z — 2%/2)

(c) Der Hauptsatz liefert wieder

9
=4v/9-9%/2—4/4+42/2 = 12—81/2—8+8=57/2.
4

16
=2/5- (162 - V16 — 1) = 2/5- 1023 = 2046/5..
1

16
/ 2 dr =2/5- *Vx
1

Aufgabe 65: Bestimme die uneigentlichen Integrale

(a) /0 tlet,(b) /lootlz,dt,(c) /_“/1%_19(#.

Losung:

(a) Das Integral

1
1
[ La
0 t

ist an der Stelle x = 0 uneigentlich, und es muff die Existenz des folgenden Grenzwerts
iberpriift werden.
! 1t 1
lim t_2dt: lim ——| = lim (=14 E)’

z—0t J, z—0+ z—07t

da —1/t eine Stammfunktion von 1/t? ist. Wir sehen, daff dieser Grenzwert und damit das
uneigentliche Integral nicht existieren.

(b) Diesmal ist das Integral an der ,Stelle 0o uneigentlich, und wir haben den folgenden Grenz-
wert zu bestimmen, falls dieser existiert.

T T

lim Sdt = lim ——
z—oo f1 1 T—00

1
= lim ——+1=1.

T—r00 T

1

Da dieser Grenzwert existiert, konvergiert unser Integral und hat den Wert 1.



(c) Dieses Integral ist an den Stellen 1 und —1 uneigentlich, deshalb miissen wir folgende Grenz-
werte auf Konvergenz iiberpriifen. Dazu bemerken wir, dafs nach 21.10 der Arcus sinus eine
Stammfunktion des Integranden ist und berechnen

T

= lim (arcsin(z) — arcsin(0)) =7/2 -0 =m/2.

lim dt = lim arcsin(t)
0 rz—1—

z
1
z—1- /0 V1 —t2 z—1—

Ferner gilt

I / R / L
im ———dt = lim ——dt =7/2,
(-1t J, V1 —1¢2 z—1- Jog /1 —1¢2

da die Funktion gerade ist. Damit ist unser Integral konvergent und hat den Wert

lim dt=m.

! 1 L | o 1
—dt = ————dt+ lim / .
,/_1 V1 —t2 z—1— /0 V1—t2 z—(-1)*+ J, V1 —1¢2



