W. Oevel

Einführung in die Numerische Mathematik

Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg�Berlin�Oxford 1996

Dr. rer. nat. Walter Oevel Geboren 1957 in Brilon. Von 1974 bis 1979 Studium der Physik und Diplom an der Universität-Gesamthochschule Paderborn. Ab 1980 wissenschaftlicher Mitarbeiter im Fachbereich Mathematik der Universität-GH Paderborn, 1984 Promotion. 1986/87 Forschungsaufenthalt an der University of California in Berkeley, CA, USA. 1988 Habilitation in Mathematik an der Universität-GH Paderborn, ab 1989 Dozent. Ab 1990 Lecturer und Reader in Nonlinear Systems im Department of Mathematical Sciences der Loughborough University of Technology, England. Seit 1994 Professorenvertreter an den Universitäten Paderborn und Kassel.

Oevel, Walter:

Einführung in die Numerische Mathematik: mit 24 Beispielen, 109 Aufgaben, 31 Bildern und 36 Tafeln

Vorwort

Das vorliegende Lehrbuch ist aus Vorlesungen für Mathematikstudenten (Diplom und Lehramt) hervorgegangen, wendet sich aber genauso an Studenten der Natur- und Ingenieurswissenschaften. Es will dem Leser eine überblicksmäßige, leicht verstehbare Einführung in ausgewählte Themen der Numerischen Mathematik vermitteln, welche typischerweise den Stoff eines zweisemestrigen Kurses “Numerik I+II” bilden. Aus Platzgründen wurden dabei in diesem Buch allerdings Themenkreise wie Approximation, Optimierung oder die Numerik von Differentialgleichungen gänzlich ausgespart. Speziell ist der Bereich partieller Differentialgleichungen zu umfangreich und verzweigt, um ihm in den einführenden Vorlesungen des Grundstudiums gerecht werden zu können. Das Anliegen dieses Buches ist es, die ausgewählten Themen so elementar wie möglich darzustellen, ohne dabei mathematische Exaktheit zu verlieren. Die wesentlichen Ergebnisse sind dabei formal als Lemmata, Sätze etc. zusammengefaßt, wobei dieses Schema aber immer wieder durch Heuristik, Motivationen, Bemerkungen, Beispiele und umfangreiche Erläuterungen durchbrochen wird. Neben der Ausformulierung “harter” mathematischer Tatsachen scheint es mir gerade in Numerikvorlesungen wichtig, den Studenten auch ein gewisses intuitives Verständnis der unterliegenden Ideen zu vermitteln. In der Tat kann der Anwender zur Lösung eines konkreten Problems oft zwischen mehreren Verfahren wählen, die sich unter Effizienz- und Stabilitätsaspekten stark unterscheiden können. Zur Entscheidung für einen speziellen Algorithmus wird eine gute Einsicht in die Hintergründe der Verfahren benötigt, welche sich nur schwer im Stil mathematischer Sätze vermitteln läßt. Es wurde daher Wert auf eine Darstellung gelegt, die einerseits die numerischen Techniken heuristisch erklärt und motiviert, andererseits die mathematisch faßbaren Aussagen übersichtsmäßig in Form von Sätzen sauber formuliert. Diese deduktive Vorgehensweise erklärt im wesentlichen den trotz der eingeschränkten Themenauswahl recht großen Umfang des Buches.

Die Verfahren werden nicht nur auf theoretischer Ebene besprochen, auch die für eine erfolgreiche Umsetzung relevanten technischen Details werden eingehend diskutiert. Zur Beschreibung möglicher Implementierungen wird dabei ein an PASCAL angelehnter Pseudocode benutzt, der auch für Leser ohne weitergehende Programmierkenntnisse leicht lesbar sein dürfte.

Die Unterkapitel werden jeweils mit einer kurzen Zusammenfassung abgeschlossen, in der auf die wesentlichen Punkte der vorausgegangenen Diskussion verwiesen wird. Hierdurch soll dem Leser eine Hilfestellung gegeben werden, in den manchmal recht umfangreichen Erläuterungen die zum eigentlichen Verständnis wesentlichen Sachverhalte von den mehr technischen Details trennen zu können. Das für das Verständnis der Theorie vorausgesetzte mathematische Rüstzeug ist minimal: Grundkenntnisse der Analysis und Linearen Algebra, wie sie in den ersten Semestern des Studiums vermittelt werden, sollten in der Regel ausreichen, um den hier behandelten Stoff verstehen und verarbeiten zu können. Spezielle Ergebnisse, wie z.B. der Banachsche Fixpunktsatz, elementare Störungstheorie für Matrixeigenwerte etc. werden bereitgestellt und im Detail diskutiert, bevor auf die darauf aufbauende Numerik eingegangen wird. Zusammen mit den ausführlichen und elementar gehaltenen Erläuterungen soll so auch Nichtmathematikern ein leichter Zugang zur Numerik eröffnet werden. Mein besonderer Dank gilt meiner Frau, Gudrun Oevel, einerseits für die Durchsicht des Manuskripts, vor allem aber für ihre Geduld und ihr Verständnis.

Paderborn, September 1995 W. Oevel

Inhalt

1 Einführung 1

2 Die Landau-Symbole 7 2.1 Übungsaufgaben zu Kapitel 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Fehlertheorie 11 3.1 Normalisierte Gleitpunktrechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 3.2 Fehlerfortpflanzung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 3.3 Differentielle Fehleranalyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 3.4 Summation und Rundungsfehler . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 3.5 Übungsaufgaben zu Kapitel 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 3.6 Literatur zu Kapitel 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4 Nichtlineare Gleichungen 43 4.1 Der Banachsche Fixpunktsatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 4.2 Superlineare Konvergenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 4.3 Die allgemeine Banach-Iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 4.4 Das Newton-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 4.5 Das Steffensen-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 4.6 Höhere Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 4.7 Das Sekantenverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 4.8 Intervallhalbierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 4.9 Nullstellen von Polynomen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 4.9.1 Das Horner-Schema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 4.9.2 Allgemeine Abschätzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 4.9.3 Fehler bei mehrfachen Nullstellen . . . . . . . . . . . . . . 71 4.9.4 Das Newton-Maehly-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . 74 4.10 Übungsaufgaben zu Kapitel 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 4.11 Literatur zu Kapitel 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5 Lineare Gleichungssysteme 87 5.1 Blockzerlegungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 5.2 Dreieckssysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 5.3 Der Gauß-Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 5.4 Pivotierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 5.5 LR-Faktorisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 5.6 Symmetrische Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 5.7 Bandmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 5.8 Das Cholesky-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 5.9 QR-Faktorisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 5.10 QR-Faktorisierung von Bandmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . 139 5.11 Invertierung von Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 5.12 Die Berechnung von Determinanten . . . . . . . . . . . . . . . . 152 5.13 Vektor- und Matrixnormen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 5.14 Fehlerabschätzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 5.15 Nachiteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 5.16 Der Banachsche Fixpunktsatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 5.17 Gesamt- und Einzelschrittverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 5.18 Konvergenzbeschleunigung durch Relaxation . . . . . . . . . . . 182 5.19 Übungsaufgaben zu Kapitel 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 5.20 Literatur zu Kapitel 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

6 Eigenwertprobleme 209 6.1 Allgemeine Abschätzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 6.2 Die von Mises-Iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 6.3 Deflation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 6.4 Das Wielandt-Rayleigh-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 6.5 Das QR-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 6.5.1 Die QR-Transformation von Hessenberg- und Tridiagonalmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 6.5.2 Konvergenz im einfachsten Fall . . . . . . . . . . . . . . . 250 6.5.3 Konvergenz im entarteten Fall . . . . . . . . . . . . . . . 256 6.5.4 Der Zusammenhang mit Vektoriterationen . . . . . . . . . 259 6.5.5 Konvergenzbeschleunigung durch Spektralverschiebungen 262 6.5.6 Abbruchkriterien und Deflation . . . . . . . . . . . . . . . 267 6.5.7 Doppelschritte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 6.6 Transformation auf Hessenberg-Form . . . . . . . . . . . . . . . . 275 6.7 Das Jacobi-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281 6.8 Übungsaufgaben zu Kapitel 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292 6.9 Literatur zu Kapitel 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297

7 Systeme nichtlinearer Gleichungen 299 7.1 Die allgemeine Banach-Iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300 7.2 Das Newton-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 7.3 Das Bairstow-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307 7.4 Gesamt- und Einzelschrittverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . 313 7.5 Übungsaufgaben zu Kapitel 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321 7.6 Literatur zu Kapitel 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324

8 Interpolation 325 8.1 Polynominterpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326 8.1.1 Lagrange-Polynome . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327 8.1.2 Das Newton-Schema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329 8.1.3 Äquidistante Stützstellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334 8.1.4 Fehlerabschätzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337 8.2 Splineinterpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343 8.2.1 Die Idee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343 8.2.2 Lineare Splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344 8.2.3 Quadratische Splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345 8.2.4 Kubische Splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346 8.2.5 Die Minimaleigenschaft kubischer Splines . . . . . . . . . 353 8.2.6 Fehlerabschätzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355 8.2.7 Splineinterpolation von Kurven . . . . . . . . . . . . . . . 360 8.2.8 B-Splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361 8.3 Trigonometrische Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382 8.3.1 Fourier-Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383 8.3.2 Diskrete Fourier-Transformation . . . . . . . . . . . . . . 391 8.3.3 Schnelle Fourier-Transformation (FFT) . . . . . . . . . . 398 8.3.4 Mehrdimensionale Fourier-Transformation . . . . . . . . . 406 8.3.5 Einige Anwendungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409 8.4 Übungsaufgaben zu Kapitel 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415 8.5 Literatur zu Kapitel 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421

9 Quadratur 423 9.1 Newton-Cotes-Formeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425 9.2 Die Trapezregel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434 9.3 Extrapolation und Romberg-Integration . . . . . . . . . . . . . . 441 9.4 Gauß-Quadratur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452 9.5 Monte-Carlo-Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 466 9.6 Übungsaufgaben zu Kapitel 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 471 9.7 Literatur zu Kapitel 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473

Weitere Literatur 475