Universitit Paderborn Sommersemester 2003
Inst. f. Mathematik

Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler B
Lésungen zu den Abschnitten 9 und 10

9
9.1
a) y' =+e¥(cosz + § sinz) sgn (sinz) (r € R\ {kr|k € ZZ})
, ez +1)+1
R N (z>0)
Oy = 3(3z% + 9z + 5)
Y = (2In5)(32% = 5)(2z + 3)
fir x € (—g - g) U ( g,oo),speziell also auch fiir z > 2
d) ¥y =e*(Inz)® [{= +In(lnz) + 1] (x >1)
e) y =2°"% .Inz(2+Inzx) (x >0)
1
r_
'z 1-Inz
gy =e" V(1 + ) (z > 0)
h) y' =4-(3z)**[1 + In(3z)] (z >0)

9.2

In der Grundmenge IR x IR gilt fiir den Definitionsbereich D
a) D={(z,y)|(z=0)V(@>0Ay<i)v(z<0Ay>1)}

b) D ={(z1,z2)|z1 € RAz2 € R} = R?
¢) D={(z,y)lx € Rny e R\{0}} = {(z,y)|y # 0}
d) D ={(z,y)ly < 7}
e) D ={(z1,22)|z1 € RA x> € R} = IR?
f) D={(z1,22)|(@? —=9>0A22-4>0)V (2?2 —9<0Az3-4<0)}
={(z1,22)|[(z1 >3Vz1 <-3)V(z2>2Va2 <=2)]V[(-3<z1 <3) A (-2<z3 <2)]}
9.3

Es handelt sich um die Kurven mit der Gleichung
al)y=1 (z#0) a2) x=0vVy=20 a3)y=-32 (z#0)

bl) zp = Zz1 + 2 b2) 2o = 231 + 3 b3) 2o = 2z1 + 3 (jeweils fiir z; € IR)

) (y=E2Az#£0)V(y=—% Az #0); gleichwertig: (y = L|z| Az #0)V (y = —F|z| Az #0).
(Achtung: Der Koordmatenursprung (0,0) ist nicht Bestandteil der Kurve!)

d1) Keine Losung vorhanden (d.h., die Hohenlinie existiert nicht).
d2) (z1,x2) = (0,0) (Hohenlinie besteht aus 1 Punkt)
d3) 22 + 22 = In4 (Kreis mit Radius v/In4 um den Koordinatenursprung)



9.4
z=f(z,y) = —%(x + Insinzy) mit Dy = {(z,y) € R? : sinzy > 0}

9.5

Fiir die Funktion z = f(x,y) gilt bzgl. des Definitionsbereiches
a) Dy =R*  b) Dy ={(z,y9) € R*:y > —y}.

Die Vertikalschnitte haben folgende Kurvengleichung:

al) z = 2e¥ a2) z = z\/e

bl) z =In(1 +y) b2) z = zln(z + 2) = In(z + 2)*
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9.6

Aus || (z,y) — (w0, %0) ||I= /(. — 20)% + (y — y0)? — 0 folgt (z — z0)? — 0 und (y — yo)?> — 0 und
damit auch z — zo und y — yo. Daraus folgt wiederum z? + y* — 2 + y&, was dquivalent ist zu
|f(z,y) — f(zo,y0)| = [&* — a§ +y* — y5| = 0.

9.7

a) Fiir jedes beliebige, aber feste y € IR gilt:
f(z,y) = oo fiir x — oo und
f(z,y) > 0 fiir alle x (22 — zy + y? hat bzgl. x keine reellen Nullstellen.)
D.h. f ist nach unten beschréinkt und nach oben unbeschrankt.

b) Sei ¢ :=maz{|z|, |y|}.
< A | < 1
“1+22 2+1/c2 "2
D.h f ist nach oben und unten und somit (schlechthin) beschrinkt.

Dann gilt: |f(z,y)

c) Es gilt stets: e*t¥ > 0, somit z < 1; fiir jedes beliebige y gilt 1 — e®+¥ — —oo fiir z — oo.
Also ist z nach oben beschrinkt und nach unten unbeschrinkt.

d) z ist nach oben beschrinkt (vgl.c)). Zusdtzlich gilt nun y < —z, also z + y < 0, daher
e®t¥ <1und 2 > 0.
z ist somit auch nach unten beschriinkt, also (schlechthin) beschrinkt.

e) ”sin” ist eine beschrinkte Funktion (—1 < sinz < 1, fiir alle z € IR ). Dasselbe gilt daher
fiir h.

f) Bs gilt: 0 < |%| <10, d.h. g ist (schlechthin) beschriinkt.

9.8

a) konvex und konkav, aber beides nicht streng (linear!)

b) strikt konvex

c¢) weder konkav noch konvex

(Az(ur,u2) + (1 = A)2(ua, v2) — 2(A(ur,v1) + (1 = Nus, v2)) = AL = X) ((ur — u2)(v1 - v2))

<0 fiir (uhvl) = (172)7 (u27U2) = (27 1)

> 0 fir (ug,v1) = (1,1), (u2,v2) = (2,2) ) .

9.9

Homogen vom Grade:
a)0 b) 2 c)1
d) 1/2 e)l f) —%
g) 0 h) ab i)1
j), k), 1) nicht homogen
m) 2 n) nicht homogen o) a
p) 8 Q)1

9.10

Homogen vom Grade c.



9.11

Ableitung nach z3

Ableitung nach z bzw. z; | Ableitung nach y bzw. x,
a) zu2a - (zy < 1) S — (xzy < 1)
z 21 —zy Y 2y/1 —2zy Y
zu 2b | 2 -3
-z x
zu2 | — (zy>0 , fiir — >0
( ) y? y
z x
2 (ay <0) = fir=<0
y? y
HeTt+4y —20e @ty
zu2d | ———— -
1 —eatdy 1—e oty
u 2e | 2z €%t 2rpe®ites
O 7173 — 47, TiTo — 929
Vrie2 — 4z — 922 + 36 | \/xixl — 427 — 9z + 36
-1 x -2 2?
b - 49% e _
) 2242 + y Ty
¢) 621 (2] —23)%(23 —23)" | —6a2(af — 22)? (23 — 23)*
+82(2 — 23)° (25 — 23)°
d) yo¥1 z¥lnx
— 1
e) Y
z(z —y) T—y
f) 7 Y
1.2 + yZ 1.2 + y2
) 6.(13'1 i
:
h) yery xe®y
B 1 = 1 n
Ty T3 Tz
j) 15ye®® 3ebe
9.12
la) |b) |o |d)
47 3 -2
f2(2,3) | 36 | 12 2 |
fy(2,3) | =32 | In28 | -1 | 32

—8z3(zt — 23)° (2} — 3

ToT3 — Qx% — 3x213

2
T3

)3



9.13

a) fr,(1,4) =20

b) fﬁ = 2ry + 24ry; f,«2 =2r1 — 8ry

c) 1.) fa=200-4A4 - 10B +2C
fB=100—-2B —10A — 5C
fc=20-2C+2A-5B

) 2.) fa(1) =186;  fp(2) =61;  fc(5) =2
9.14
fr12s bZW. fr1ize = froz, DZW. frozs bZW.
fza Jay = fyz fuy
a) | 2 0 2
b) | 6z173 677 273
d) | 6z -3 6y
e) | Thwye®™ 15571 0

f) | 122322

g) | 0,75(22)1/2
x1

h) mgemlwz 4etrtrz

8x3ws + 5xs

T1y1/2
0,75(2)

2

€172 (g1 mg + 1) + "1 172

2z + 2071 23

Z1y3/2
—0.25(==
0.25(2)

m%el'll'z + e$1+$2 _ =

3 3
9.15
fiE1£E1£E1 lezlzz fz'2z'2z'1 f.’tz.’tz.’tz
= fwlxzah = f$2$1$2
= fwzxﬁh = f$1$2$2
7?7 f) | 24z,23 24222, 8z + 2023 60z, 23
0,375 X2 . _ 0,375 X1 0 375(61 X1
w??g) | =22 (222 | 0,375(zy2s) " Y2 — S S
Iy Iy I I T3 I
zu 77 h) :cge““ mlmge““ + 2x9e%172 a:farge““ + 221 %172 x:fe’““
+ez1+wz + 3 +6561+562 +e$1+$2 +e$1+1'2 + 3
z3 3
1 2
zu e®1%2%3 | g3p3eTiT2es ToT3e%1%2%3 (g1 mox3 + 2) | T173€%1%2%3 (31 29w3 + 2) | Tia3eT172%3
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Weiter zu e®1%2%3;

_ _ 2.2,.2
= foswrzy = €723 (212323 + 3x12223 + 1)

forzros = forasar = fosorar = 2323717273 (212023 + 2)
forwses = forasas = fosoazs = faszrzs = foazsan
foswazs = foswszs = fogzazs = T3 036717273 (31 Tow3 + 2)
feswser = foswizs = forszs = T1T5€717273 (21 ToT3 + 2)
feszszs = fasanzs = foazsas = T3 26717273 (212023 + 2)
fzgzszs — x3x3ew1w2w3

9.16

a) Rechnerisch getrennt fy, 50, Uund fi42.2, bestimmen und vergleichen.
Die Antwort lautet in beiden Féllen:

(z1 — 22)%3 72 (=2} + 23) In(z) — 22) — 223+ 1)

b) entsprechend (unter Verwendung der Beziehung sin?a + cos?a = 1) ergibt sich fiir

2
b1): sm%f%m b2): ‘if;§fjj”’j ;53)
9.17
Teil b) fiir py = (1,1) py = (1,2) | Teil ¢)

a) (0,0) (-3,9) (0,0), (1,1)

b) (0,3) (-18,24) | (0,0), ((D)E,(D)¥)

¢) (15€3, 3¢®) (30e?,3¢%) | keine Losung

d) (0,5;0,5) (3, 1) keine Losung

e) (e, e) (2€2,€?) (0,0)

f) (0,0) (=2,3) | alle Punkte (z,y)

mit 2 = y? und z,y # 0

9.18

a) grad f(-1,3) = (

3/4
1/4

b) Ausgehend vom Punkt (-
Py =

¢) Po ((s—tZ’ s —t)? )

3

4’

d) 1. Komponente aus a): - , filhrt zu g = —1

1
— fithrt zu yg = 3

2. Komponente aus a): 1

1, 3) steigt z am stirksten in der in Abb. ?? angegebenen Richtung.



9.19

a) In Richtung von

b) Siehe Abb. ??

9.20

an der Stelle P; an der Stelle P

( (125 _9)

( (—2e, —2¢)

(77 7) (17 _7)

( (
(

RN

4e2, e?)
e 0,15)

Nullstellen: a) (0,0) b) (0,0) ¢) (=—,—=)

9.21

8% + 2422 + 8xy? 8
gra‘d(z) = ( 8.73'22/ Y = 1

9.22

3z + 22123
a) grad(y) = | 3z1 + 4za23
212 + o3

1/55'3
b) grad(y) = ( 1/ )

Ti+Ta
—x2

ln($2$3)
c) grad(y) = | 1/z2
I1 /.CL'3

9.23
| a) | b) | ©)

ToT3 23:1:52:17% 1 1
grad f($1,$2,$3) eT1T223 T1T3 m%mg P —.’13'1/(.%'2 +.’173)
2129 5x3woTs 2T\ =31 /(w2 + 73)

9.24

Vorbemerkung: Ist f : IR*> — IR eine (total) differenzierbare Funktion, so hat die Tangentialebene
an Graph(f) in einem beliebigen Punkt (2°,4°, f(2°,4°)) die Funktionsdarstellung

x—20

2= Ta,y) = F°, 1)+ () ( o

) (2 £G4 + 1400 = )+ 0 - 5P)
Hier gilt nun:

f(@,y) = e und (2°,9°) = (1,1); somit f(1,1) =e, f'(z,y) = (ye*?,ze*?) und f'(1,1) = (e,e).
Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt (1,1, e) lautet:

z=T(x,y)=e+(e,e)<§:} ) =ex+ey — e

mit (1,1, e) als ”Pinpunkt” also
z—1
(e,e,—1)[ y—1 | =0.
z—e



Die zugehorige Hessesche Normalform lautet

1 r—1
V1+ 2e2 y— e

setzt man im links stehenden Ausdruck fiir (z,y,2) den Koordinatenursprung ein und bildet den
Betrag, erhilt man den gesuchten Abstand: .
+ 2¢e?

9.25

dy = 5(dz1 + dzo + dx3)
¥(3,2,4) =45,  Ay=5 (yo=45 y1 =50)

9.26
Nz~ —5,16 dz =—4,8

9.27

dy bzw. dz:

a) 5(xawsdri + 123 dre + 122 dX3)

b) (zF + 23 + 22) V% (21 d2y + o das + 3 dT3)
¢) 12 ((a? — zad)day + (23 — 222y)dx,)

d) z23 173 (2x5 dz1 + 321 dz2)

) (= Z)da+ (5= )y

f) n@¢ — 28" (azxi  doy — bab ™t dxo)

g) ya¥~ldr+z¥Inzdy

h) 272" (z3lnzy dry + z2Inzy des + T2%s dzy)
Z1

i 2, 2, 2
i) 2e*11%2175 (g doy + 29 d2o + 23 d23)
T2 + 19

1
dri + —dxs — 5 dxs
I3 I3

2331

)
k) a®In(a)dz + b In(b) dy

) 23(z1 + 22)*3 7 dwy + 23(21 + 22)%2 " Ldxo + (21 + 72)%2 In(x1 + 22) dT3

1

n(azy — bxs)™™ (azy — bx2)™

m) - (adzy — bdzs) — Td@
y doL dee das
Iy I I3
9.29

d, ~ —0,008



| dy Ay
a) | —11/8 —-7/8
b) | -3 —-2,5
c) |0 3
9.31
la) b)) ¢
dx | 0,24 2,04 24,7
9.32
I 1T
a)  flxo+ hi,y0 + h2) m%y% + h12$0y3 + th.’L'gyo et h%y% + 4hihezoyo + h%m%
(z0,y0) = (0,0) 0 0
(zo,y0) = (1,1) 1+ 2h1 + 2hg .o+ h% + 4hyhy + R}
b)  g(zo + h1,y0 + h2) | axd + by3 + cwoyo + dxo + eyo + f ...+ h3a+ hihac + h2b
+h1(2azxg + cyo + d) + ha(2byg + ¢z + €)
(IL‘o,yo) = (0,0) f+h1d+h2€ ...+h%a+h1h20+h%b
(wo,y0) = (1,1) a+b+c+d+e+ f+hi(2a+c+d) ...+ h2a + hihac + h3b
+h2(2b “+c+ 6)
C) h(.’L‘O + hl, Yo + hg) eTotyo 4 h16w0+y° + h26z0+y0 - 6z0+y0(%h% + hihs + %h%)
(Z’o,yo)=(0,0) 1+ h1+ ho ...+%h%+h1h2+%h%
(mo,y0) = (1,1) e2(1 + hy + h2) .+ €X(3h3 + hihy + 3H3




9.33

a) Die Determinante der Hesse-Matrix von f lautet:

6x+2 0

0 6y + 2
fze = 62 +2 > 0 fiir alle z > 0; also ist die Hesse-Matrix positiv definit und damit f
im Inneren des Definitionsbereiches strikt konvex.

det( ) = 36xy + 12z + 12y + 4 > 0 fiir alle z,y > 0. Auflerdem ist

b) Die Hesse-Matrix ist weder positiv noch negativ definit, da g,, = 1222 + 122y > 0 und
1222 + 122y 622 5 4 S L
det 602 —12 ) = —12(122% + 12zy) — 362 < 0 jeweils im Inneren des Definiti-

onsbereiches gilt; g ist somit weder konvex noch konkav.

202 duv

.. ] _ 9,2
c) Wie in b): ¢y = 207 > 0 und det ( duv  2u?

) = —12(u?v?) < 0 fiir (z,y) € (0,1) x (0,1)

d) H ist konvex, da die Hesse-Matrix positiv definit ist: Hy,o, = 2¢%17%2(1 + 222) > 0 und

1+ 222 2 .
det 2641443 (< + 2ai) W ) — 42D (1 4 207 + 202) > 0

fiir alle z € IR> (erst recht mit ||z|| < 1).

Anmerkung: Es geniigt zu bemerken, da8 H(z) = e9@ mit g(z) = 27 + z3(= ||z||?) gilt. Es
ist leicht zu sehen, dafl g konvex ist (sogar strikt).

Auflerdem ist die Funktion u — e* streng monoton wachsend und konvex. Also ist auch H
(strikt) konvex.

d (ko h)(x) O(koh)(z)dhi(z) O(koh)(z)dha(z)

(ko h)(z) = z° und I = 50 Iz + 5 = (z*Inzx) -
l+z-2" ' 1=2(Inz +1)
T
b) h: Ry - R, z+~ (:c)
T
u
k: R — Ry, ( v ) = ™)
w

(koh)(z) = 2* und
d(koh)(z _ O(k o h)(x) dhy(z) + O(k o h)(x) dha(x) + O(k o h)(z) dhs(z)

dx ou dx ov dx ow dx

222" 71 4+ 2% In(x)zz® "t + 2% In(z) In(z)2® = 2% (2" "' + 2 In(z) + 2° In(z)In(z))

. 2 z
C)h.R+—>R+, Z"—)(SinQ(m))

k: R - Ry, (Z)H\/f_}

o —(sin2 1/ 1n(sin2 1
d(k d;)(:c) _ —(sin’()) x21 (sin(z)) +%(sin2(m))5_12sin(x) cos(z)

T

d) h: Ry —» R2, :I:’—>( “Z)



k: R - Ry, ( . )  log, (v)
d(koh)(x) —In(a? 2

dx ~ zln(z)?2  zln(z)

9.35

f,9: U C IR — IR seien differenzierbare Funktionen auf einer offenen Teilmenge von IR.

a) Definiere h: U — R?, x> ( Z;gg ) — ( ggg )

und k: R?> —» R, ( Z ) U .
Dann ist (ko h) : U — IR differenzierbar mit (ko h)(z) = f(x)g(z) und es gilt :

d(fdz)(x) _ d(k (;;L)(.CL') _ ok ;5)(37) dhdlﬂgw) + ok 2:)(3:) disafx) — @) f(@) + f(2)d (@)

b) analog mit: & : ( U ) L
v v

9.36

Anmerkung: Im Folgenden wird — soweit vorhanden — jeweils mit A diejenige Teilmenge von Punk-
ten z° der betreffenden Kurve K bezeichnet, die keine Umgebung besitzen, in der die Kurve mit
dem Graphen einer differenzierbaren Funktion y = f(z) iibereinstimmt.

a) —g = —2(49 — 2?)"/? A= {(=7,0),(7,0)}
O — A= (-2, - /1), 2 /19, | [100))

2y —z v
ez+y€$ _ _
¢) eV + ze?y A ={(z,y) € K|e¥ + ze™¥ =0}
d) —y/x .
e) _g:_e_z
— =2
20 +2x+1  22?+2z+1
g) _(y + ]i) z - 22e(z+1)?
yx?y " —y®lny 1
h) - ———= = A= YInz = xy®
) e {(#,y) € KlaVInz = y~1)
) A= Klz=0vVy=0
i) 5z~ x| are {(z,y) € K|z y =0}
ye® +e _ _
N e Tee A={(,) €Klz <0,y = v —In(~2)}
9.37
2 _ 9.2 2 \/ﬁ 2_\/ﬁ
a)y’—2my +2x4+y -3z fﬁry;ém + .’L’3+3.’E 3,.% .’L’3+3.’E 3

3222y —x+1

b) 1.) 0 2) 2 3.) existiert nicht

9.38

a) Fiir z = 1 ergeben sich drei Lésungen fiir y, niimlich:
_-1+VE 0 1445
- D) v Y3 = 9
Entsprechend ist: y| = —1; v} =~ 2,065; y3 ~ —1, 065.

y=1 y»



b) Fiir z = 0,5 ergeben sich zwei Lésungen fiir y, ndmlich:

Entsprechend ist: yj ~ —0,7673; yb ~0,7673.

9.39
1.) ¢ = —6; 2.) -2
9.40
y — 10z —2In(y)y
30 b) -1 . -
) 3oy =g @730 D) ) G D@+ YF0#A0-D
el/7y? 1 —zIn(a) 5y
) Gmm @y#0) e () (@#0b#1) f) —2° (z,y#0)
2vba’ina —In(zy) — 1 . —(az +cay® — 3)
PN h) ———— @-y>0 22 (by+cx’y £0
8 e n )y >0 D e irery £0)
9.41
—3225 4 4z* + 4823y + 4822y + 2xy + 24>
" __
a)y' = @+ 29 , fallsx+2y#0
b) 0
9.42
y1(1,-1) = 1/3
9.43
Ezx Ezy
2 2
a) 2x 2y ‘
.'1]'2 +y2 .CCQ +y2
b) | z-lna -1
c) |a b
Q) 2% + zy Ty + 2y°
22 +zy+y? 22+ay+y?
e) | 1/2 1/2
9.44
Eaxry Exry
a) ! B
b) briry — ar? briry — cr3

—ar? +2briry —crs —ar? + 2briry — cr3



9.45

| 5.17'1 Ewrz

z?%a) | 0,25 0,75

a)
zu??b) | 3/7 4/7
b) Interpretationsbeispiel zur ersten Losung: €,., = 0,25:

Wird bei einem Input (ri,72) = (2,1) der Produktionsfaktor 1 um 1% erhéht und der
Produktionsfaktor ro unveréndert gelassen, so nimmt der Output x um ca. 0,25% zu.

9.46
c _ —2pa . c _ PB
TAPA — 25—217,44'173’ TAPB 25_2pA+pB
9.47
—2py
= —6/11
W rana = g g D) O/
9.48
Eza Ezy
ax® by®
a) % + yb e + yb
b) | zlna 1
22 y?
c) 22 — 42 y2 — 22
d) .7:1 Y
— 1
e) Inz
9.49
2 2
a) Erapa — 21?2ApB T pa TAPB — 2pApB
PapB + pa PapPB +pa
—20p4 10pB
b T = T =
) Exapa —20p4 + 10pp + 10 Ezars —20p4 + 10pp + 10
9.50
Eop = —3/2
9.51

Es gelten die Abkiirzungen Ma = lokales Maximum, Mi = lokales Minimum, Sp = verallgemeiner-
ter Sattelpunkt. In Aufgabe d) wird exemplarisch das Verfahren vorgefiihrt.

a) (5;—34) Sp

c) (—1;1) Mi, (1;—1) Mi, (0;0) stat. Pkt.: keine Beurteilung

Notwendige Bedingung fiir Extremwerte: Die ersten partiellen Ableitungen sind 0.
2y =6zy — 62 =0

2y =32% +12y% — 24y =0

Die Losungen lauten: (0;0), (0;2), (2;1), (—2;1)

Berechnung der Hesse-Determinante:

o= Zex Zay \ _ [ 6y—6 6x
TN\ Zay Ay ) 6z 24y —24



det H = 144(y — 1)? — 3622

1.)xz=0,y=2: det H=144 > 0. Auflerdem: z,, = 6y — 6 = 6 > 0, d.h. H ist positiv definit,
somit liegt eine Minimumstelle vor.

2) 2 =0,y =0: det H = 144 und z,, = —6 < 0, also ist H negativ definit, d.h. es handelt sich
um eine Maximumstelle.

3)xz=-2bzw. x = 2 und y = 1: det H = —144. Da H indefinit ist, sind beide Punkte weder
Maximum- noch Minimumstelle und damit Sattelpunkte.

e) (a/2;a/3) Ma (Gilt fiir alle a # 0; fiir a = 0 ist keine Aussage moglich.) Weiterhin sind sdmtliche
Punkte (z,y) mit £ = 0 oder y = 0 stationiir mit verschwindenden partiellen Ableitungen 1. und
2. Ordnung, d.h. keine Beurteilung.
f) (1;1) Mi
g) (3;3) Mi, (0;0) Sp

0

k)
1) (-1;-3) Mi

m) und n) keine Beurteilung (In Aufgabe m) liegt erkennbar ein uneigentliches Minimum entlang
der Geraden x2 = 1 vor.)

o) (-1;3) Sp

p) (-1;2) Sp, (1;2) Ma

q) (0;0) Sp

r) Im Fall a® + b2 # 1 liegt bei

a? —ab +1_ b’ —ab a—>b
20—a2—b7) ' 2 20-a2—b%) 2(1—a—b2)
{ lokales Minimum, falls a?+b% <1

Sattelpunkt, falls a2+ >1
(Im Fall a® 4+ b* = 1 existieren nur fiir a = b = /2 stationére Punkte. Diese sind von der Form

2 11 2
<$3§+§,5—$3§,$3> mit z3 € R

und allein mittels Hesse-Determinanten nicht zu beurteilen.)

s) Sattelpunkte bei (2,5;1;4,375) und (1, 5; —1; —0, 375).

t) (2;—4;1;1) Ma  Weitere stationire Punkte: (2;0;1;1)  Sp
(=2;0;1;1) Sp
(=2:4;1;1) Sp

? ?

J

9.52
Fiir (r1;72) = (50; 32) Produktionsmaximum, und zwar 500 [ME].

9.53
4 6 4 21 19 623
=9z =2= = 78— = — = — = — =11
a) z; 37 To 27 G 787 b) z; 11 To 11 G 25 ,33
5 1 292 249

c)zua:p = 15ﬁ’ P2 = 225; zu b: p; = = 2=
9.54
Topt = 2RK3 K1+ K Sy = 2% _ Ky

Pt AT, T Ky opt TK, \ K| + K>
9.55

prr =136,3 pw = 130,2



9.56

a) Bei (2a; 2a) liegt fiir a > 0 ein Maximum und fiir ¢ < 0 ein Minimum (beide jeweils lokal, nicht
global, denn z ist nicht nach oben bzw. unten beschrinkt); im Fall a=0 kein Extremum.
b) Bei (a;a) liegt fiir a # 0 ein Maximum.

9.57
25

Die ermittelte “Losung” ist unbrauchbar, da p;1 = 16,p» = %* nicht zum Definitionsbereich von
G = f(p1,p2) gehoren; fiir die genannten Preise ergiibe sich bzgl. xo eine negative Nachfrage (!).
Siehe erginzend hierzu den Anhang .

9.58

Es gilt: v f(x,y) = e~ )/ (=g, —y)
Die Funktion g : R> — IR sei definiert durch:

g(z,y) = || v flz,9)]| = \/(m2 +y2)e—(@+v?)

Das Maximum kann auf zwei Arten ermittelt werden.

Lo6sung 1
Die partiellen Ableitungen von g sind
_ @m0 -at g (e (-2 —y)
C T @t e ) YT @ e

g =08 xz=0o0der x> +y2 =1
gy=0&y=0o0derz?+y*> =1

9(0,0) = 0; g(z,y) =+/1/e >0, falls 2% + y? = 1
D.h. der Gradient nimmt auf den Punkten des Einheitskreises ein Maximum an.

Loésung 2

Setzt man u := ||z|?, so gilt g(z) = Vue~¥, (u > 0)

Dieser Ausdruck wird genau dann maximal, wenn h(u) := ue™* maximal wird bzgl. > 0 (denn
die Wurzelfunktion ist monoton). Nun gilt h'(u) = e (1 — u?) (= 0 genau fiir v* = 1) und
h'(u) = e “(u® — 3u) (< 0 fiir u = u* = 1). Also wird g maximiert, wenn z2? + y2 = 1 gilt.

9.59

a) Die Richtung des grofiten Gewinnzuwachses im Punkt (p?, p9) ist gegeben durch den Gradienten
der Gewinnfunktion (in Spaltenvektornotation):

—20 p) —2
VG = 0
(P —2)2 +3(p3 —5)* +3) \ 3(pz = 5)
Die Norm des Gradienten gibt die Gewinnzuwachsrate an:

20v/(19 — 2)2 + 9(p3 — 5)°
(P! —2)2 +3(pY — 5)% + 3)2

b) Die Gewinnzuwachsrate wird auf allen Punkten, die der Gleichung

v Gl =

399(p1 — 2)* +3597(pa — 5)> =3 =0

geniigen, maximal.



9.60

a) y ist nach oben und nach unten unbeschrinkt, hat also weder ein globales Maximum noch ein
globales Minimum.
b) nach oben sowie nach unten unbeschrankt
¢) bei (—1,1) und (1, —1) liegen globale Minima vor
) — g) unbeschrinkt nach oben und unten
) (0,0) ist globale Maximumstelle
unbeschrinkt
) (2,3) ist globale Minimumstelle
(=1, -3) ist globale Minimumstelle
m) y ist nach oben durch die Gerade z; = z2 beschrinkt
n) — p) unbeschrinkt
q) nach unten beschrénkt durch zy = 1

Ere s a0

r) Im Fall a® + b% < 1 ist die lokale Minimumstelle eine globale.
§) — t) unbeschrinkt
9.61
rz g
a) rZ:(K-6r1)/8
K/8
(K-6)/8 X/5 ‘
r L r
1 1
.
2 C)
5.1
5
1
9.62
a) Max bei (7;5) mit 150 A=25
b) Max bei (2;8) mit 48 A=16
¢) Max bei (0,25;9,9375)  mit 40,25 A =4
d) Max bei (1,67;1,33) mit 2,33 A =8/3
e) Min bei (3,2;3,4) mit 0,20 A=0,4
f)  Min bei (3,67;2,33;3,33) mit 18,33 A = —2; o = 20/3
9.63

a) ri=4;ro=1;, K =36



9.64

Die genannte Losung fiihrt nicht zum minimalen, sondern zum maximalen Kosteneinsatz! (Priifen
Sie diese Aussage nach!)

9.65

a) P = a1K0 . ro = a2K0
(a1 +az)py’ (a1 + az)p2
(siehe auch wieder das Verhiltnis r; : r !)

1 (;\* [(p2\* 1 1
b) Ky = — (= il a1ta
) Ko = (a1 +az) (ao <a1> <a2 a1+a2w 1te2

ko = Ko/z mit K wie oben.

K! = (i (&)al <@>a2> L kst
0 ap \ a1 as a1 + a

Es gilt also: ko = (a1 + a2) K}

9.66
a) und b): le/fT2 = QI/QZ

9.67
a) r =To = 8

b) A=0,8
Wird der Output um eine Einheit erhsht (von 80 auf 81), so dndern sich (bei Minimalko-
stenkombination) die Kosten um ca. 0,8 Geldeinheiten.

c) K(ry,ma) = 2ry + 61y
Gemif a) gilt: 1 = ro, also K = 2ry + 6ry = 871;

ebenfalls gemif a) folgt fiir die Produktionsfunktion:
1

T = 107“1/47“3/4 e 107‘}/47‘?/4 =10rq, also r1 = /10 und K = 0,8
9.68
a)r=12; y=10
b) Nz =120
c) E = 400v/3
9.69
/4000 /500 /900

—ofr =320 _ 8/ 8T _ ) 2m
N=2fr=2/{) = = {5 = {15 20,37

Wird das Volumen V um eine Einheit vergrofiert (also von 1000 auf 1001 ¢m?), so éndert sich (bei
Oberflichenminimierung) die Oberfliche um ca. 0,37 Einheiten.



9.70
a) D=RxR

Yy —
)| 2 1 0 1 2 3
2| -86 -58 -3¢ -14 2 14
1|72 -42 -16 6 24 38
0|60 28 0 24 44 60
1|-50 -16 14 40 62 80
2|42 -6 26 54 T8 98
3136 2 36 66 92 114

¢) a) Maximum bei (3;3) mit 114 ) Minimum bei (-2;-2) mit -86

d) f=2y—2x+15 fy =2x — 4y + 26
fze = -2 fzy = fyz =2 fyy =-4
Alle partiellen Ableitungen 3. Ordnung =0
e) 28 = 256 Ableitungen 8. Ordnung (alle =0)
f) Nicht homogen

g) Relatives Maximum bei (28;20,5)

i) dz = (2y — 2z + 15)dz + (22 — 4y + 26)dy

)
)
h) a, B: Relatives Maximum bei (16;13)
)
)

a) dz=0,6 B) Az=0,5558
Vergleich: Az — dz = —0,0442 (= absoluter Fehler)

k) dz = 0,6 gibt niiherungsweise die Anderung des Funktionswertes an, wenn man von der Stelle
(3;-2) zur Stelle (3,2;-2,01) iibergeht.

(2 [ —2a+2b+15
) a) gradz_<12) B) gradz_< 2a—4b+26>

m) Richtung des stirksten Anstiegs in p1 = (—3,2):

n) siehe g): (z,y) = (28;20,5) stationire Stelle

20 — 2y — 15

"

°) Y - 22— 4y + 26

v 42y — 22 4 15)(2z — 4y + 26) + 2(2x — 4y + 26)% + 4(2y — 22 + 15)?
v (2z — 4y + 26)3




_ z+13+ V-2 + 56z + 169

p) Yy 5
, 1 28 — " —476,5
y =51+ ¥y = 2 3/2
2 V=12 + 662 + 169 (—22 + 56z + 169)
qQ o) A=3

B) Eine Vergrofierung des finanziellen Budgets um eine Geldeinheit von 74 auf 75 GE erhoht
den Output (bei Outputmaximierung) um ca. 3 Einheiten.
(2y — 2z + 15)z

—x2 — 2y2 + 15z + 26y + 2xy
(—4y + 2z + 26)y

—x2 — 2y% + 15z + 26y + 2xy

T) Q) Eup =

Ezy =

s) Wird der Wert der unabhéingigen Variablen x (bzw. y) an der Stelle (2;-1) um 1% von 2 auf
2,02 (bzw. von -1 auf -0,99) erhoht und der Wert der unabhiingigen Variablen y (bzw. x)
dabei konstant gehalten, so dndert sich der Funktionswert von z niherungsweise um —3%
(bzw. um 5,6% ).

Anhang

Die im Lehrbuch mitgeteilte Losung p1 = 16, p; = 25/3 ist unbrauchbar, da sie nicht zum Defini-
tionsbereich der Gewinnfunktion gehort.

Der Definitionsbereich ergibt sich aus:

p1 >0
p2 >0
m120—>5—p1+2p220—>p22§p1—§

m220—>4+p1—3p220—>p2§§p1+§
Die graphische Darstellung des Definitionsbereiches zeigt also etwa folgendes Bild
(Anmerkung: Die Zeichnung ist nicht mafistiiblich):

A=(0,0) C=(23,9)
B=(5,0) D=(0,4/3)

NO

<L

D -

Lo

Die im Lehrbuch genannte Losung L = (16,25/3) liegt also auBBerhalb des Definitionsbereiches!

Es kommt also fiir die Losung des Problems ein Randextremum in Frage.
Die "Rénder” sind hier: mit folgenden Gleichungen:

Rand 1: Die Strecke AB po =0A0<p; <5

Rand 2: Die Strecke BC p» = 2p1 — 3 A5 <p; <23

Rand 3: Die Strecke CD p» = 2p1 +3A0<p; <23

Rand 4: Die Strecke DA p1 =0A0<p, < 3

Diese Werte werden jeweils gesondert in die Gewinnfunktion

G = —p} — 3p3 + 3p1p> + Tp1 + 2p> — 28

eingesetzt. Die Gewinnfunktion reduziert sich dann auf jeweils eine Variable, und man kann ohne
besondere Schwierigkeit G4, fiir jeden einzelnen Rand ermitteln, ndmlich:



Rand 1 p, =0; poinG — G = —p? + Tp; — 28
G'=-2p+7G =0—>p =7/2
G" < 0, somit Maximum.

Also: Auf dem Rand 1 liegt das Maximum bei p; = 7/2,p; = 0.
Somit hier: Gz = —15%, also Verlust.

Rand 2 po=ipi — 3 poinG—G=—1p} +8p — 27

G'=—ip+8 G =0-p=16p=7%
G" < 0, somit Maximum.

Also: Auf dem Rand 2 liegt das Maximum bei p; = 16, p; = 11/2.
Somit hier: Gmaez = 127

Rand 3 p2=%p1+%; D2 inG—)G:—lp%—l—Qpl—93—2
G==-3p+9 G=0-p=3; p=%
G" <0, somit Maximum.
Also: Auf dem Rand 3 liegt das Maximum bei p; = 27/2,p, = 35/6.
Somit hier: Gz = 30%

Rand 4 p; =0; p; in G — G = —3p3 + 2p, — 28
G=-6pp+2 G=0-p=3
G" < 0; somit Maximum.
Also: Auf dem Rand 4 liegt das Maximum bei p; = 0,p2 = 1/3.
Somit hier: Gipaz = —27%, d.h. Verlust.

Von den vier Randmaxima ist dasjenige auf Rand 3 das absolute.

Die Losung der im Lehrbuch vorgetragenen Aufgabe muf} also lauten:

Fiir p; = 27/2 und p2 = 35/6 ergibt sich das angestrebte Gewinnmaximum, und zwar mit G = 30%
GE.

Die zugehorigen Outputs betragen: 1 = 19/6,22 =0

10
10.1

Beispiele:
a) e ! b) €” c) z? d) e”

1
e)1/z (z#0) f) §x2+x+1oder—%:c2+:c+1

Alle in den Fillen b), ¢), d) und e) gefundenen Beispiele miissen Spezialfille sein von:

b) y:ce””Q,CER

. 0 z<c N2
c)y_{ (@—0)? z>¢ oder y = (z —¢)?, ¢ € IR oder

0 T>c
y—{ (@—c)? z<c odery=0,ce R

d) y=1Q—-c)e*+ce*, ceR

10.2

Die Losungen werden durch Einsetzen der entsprechenden Ausdriicke in die rechte Seite iiberpriift:
In den Fillen b) und d) ist die angegebene Funktion Lésung der DGL.



10.3

a)y=4+ce " ceRz#0 (%)
(Anmerkung: Dies ist fiir jedes feste Intervall (a,b) mit 0 < a oder b < 0 die Darstellung der
allgemeinen Losung der DGL. Die auf ganz IR definierten Losungen haben die Form:

_ 4 z<0
Y= 44ce /s 2>0,ceR
Alle anderen Losungen sind an der Stelle 0 nicht definiert und lassen sich mittels (*) darstellen.
b)y = ced®’ (ce R,z € R)

) y=+Va?—c (|z[>Vec,c>0)

4
d)y:—m3+§x2+c (z e R,ce R)

3 2
e)y=e3*""" (zem)

1
f) y:m—21n|w|—5+8,5—|—21n2 (z € (—00,0) U (1,00))

gly=cvl+2?2 (z€R,ceR)

10 , 17

10 1/5
577 o)

h)y = (
10.4
a) 2e7 (@1 b) 2¢% (@ 1)
RPN _ L 2
) -1/ ~3) Dz/0-5) €2

Die DGLen aus a), d) und e) besitzen Losungen, die fiir z = 0 den Anstieg 1 haben.

10.5
z—1 rz—1
:1:+1y z+1

a)y' +

1 1
b))y +(1+-)y=2—-—=
)y + A+ Jy=e Tz
c) 2’ +g(x)(1 - n)z = ¢(x)(1 - n)
10.6
a) ce T b) cx™* c) 1 +C$2 d) ¢(1+2x)
4 1
e) ce ¥ f) $8+ +ce ™ | g) z+ce ™ h) € + ce "
1 1 5/7)x" 5 1
i) —§w3 +cx? j) —Zle_””Z +ce® k) ( /x)f_*_—; ud :c2(-:|- 1 1) §x2e_z2 +ee™®
m) —lnz —1+cz | n) —§w+§ o) zln|z| + cx

In f) bis o) ist jeweils der letzte Summand Ldsung der homogenen DGL.
Die DGLen in a), ¢), d), e), f), g), i), j), k) und 1) haben eine partikulire Losung, die durch (0,0)
geht.

10.7

zp 1 g
1. xz(p) =32/p? 2. exp(p) = — =P~ 2= x(p) = cp~ 2"



