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§19. Determinanten

Gegeben sei eine quadratische Matrix A € M, (K). Dann wollen wir die folgenden Fragen
untersuchen:

e Wie lafit sich entscheiden, ob A invertierbar ist?

o Wie lafit sich ggfs. die inverse Matrix bestimmen?

o Wie lafit sich der Rang von A bestimmen?

e Wie lafit sich ein LGS mit A als Koeffizientenmatrix losen?

Uber die bereits bekannten Verfahren hinaus wollen wir hier eine andere Methode behandeln.
Dabei wird der Matrix A ihre sog. Determinante zugeordnet. Diese Determinante ist ein
Skalar und enthalt wesentliche Informationen uber die Matrix. Damit konnen dann auch die
oben gestellten Fragen beantwortet werden.

Die Spezialfalle n = 2 und n = 3 haben wir schon frither kennengelernt. Wir schauen uns den
ersten Fall aber noch etwas genauer an, um die wichtigsten Eigenschaften der Determinante
herauszuarbeiten, die wir dann spater verallgemeinern werden.

Der Fall n = 2:

. a b
Sei A = (c d)EMg(K)
Nach Aufgabe 44 (Lin.Alg.I) gilt: A invertierbar <= ad — bc # 0.

Damit 148t sich an dieser skalaren Groie ad — be ablesen, ob etwa die Spalten von A linear
unabhéngig sind. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

a
det(A) :=ad — bc oder ‘ . d

b‘::ad—bc

Auch im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen tritt diese Grofie auf:

o (Fa)) = ()

Im Falle ad — be # 0 ist (%) eindeutig losbar, und es gilt:

e b a €

o de—=0bf | f d‘ _af—ce |c f
T wd—be a0 T wd—be  |a b
c d‘ c d‘

Dies ist ein Spezialfall der sog. Cramer’schen Regel.
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Im folgenden listen wir Eigenschaften von (2 x 2)-Determinanten auf, die fiir das Weitere
wegweisend sind:

(1) det < (1) (1) ) =1-1-0-0=1, d.h. die Determinante der Einheitsmatrix ist 1.

(2) det < CCL CCL ) = ac —ac =0, d.h. det(A) = 0, wenn 2 Spalten von A gleich sind.

(3) det ( Z CCL ) =bc—ad = —(ad—bc) = —det < CCL Z ) , d.h. es dndert sich das Vorzeichen

von det(A), wenn 2 Spalten von A vertauscht werden.

(4) det<iiz,/ Z) — (a+d)d —blc+¢) = (ad — be) + (d'd — be') =

a b a b
det(c d)—l—det(C, d)

ra b a b
det(rc d):rad—rbc:r(ad—bc):r~det<C d)

(5) FaBt man die Determinante als eine Abbildung der Spalten auf, d.h.
det : K? x K? — K,

so ist det nach (4) im ersten Argument K—linear. Dasselbe gilt auch fiir das zweite Argument.
Man sagt, dafl det K-bilinear ist. (2) besagt, dal det alternierend ist, und (3), da} det
schiefsymmetrisch ist. Es wird sich spater herausstellen, da8 die 4 Eigenschaften (1) — (4)
die Determinante einer (2 x 2)-Matrix vollstédndig charakterisieren.

(6) det<zi:2 Z):(a+rb)d—b(c+rd):ad+rbd—bc—rbd:ad—bc:det(i Z)

d.h. det(A) &ndert sich nicht, wenn man zu einer Spalte von A ein Vielfaches der anderen
Spalte addiert.

(7) det < 8 Z ) =0-d—b-0=0, dh. det(A) =0, falls A eine Nullspalte enthélt.

) # 0, falls die Spalten von A linear unabhéngig sind.

QL

(8) det < ‘CL

QUL

(9) det ( CCL ) = 0, falls die Spalten von A linear abhéangig sind.

(10) det ( Z fl ) = ad — cb = det ( ‘CL Z ) , d.h. det(*A) = det(A).

Hier bezeichnet ‘A die zu A transponierte Matrix, die aus A durch Spiegelung an der
Hauptdiagonalen entsteht.
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(11) Da die Spalten der transponierten Matrix ‘A gerade die Zeilen von A sind, besitzt det(A)
auch die entsprechenden Eigenschaften in Bezug auf die Zeilen.

(12) Esgilt det(A-B) = det(A)-det(B) fiir zwei Matrizen A, B € My(K)

Dies ist der sog. Determinantenproduktsatz.

Der Fall n = 3:

Auch fiir (3 x 3)-Matrizen iiber R haben wir schon die Determinante als Spatprodukt im
Anschauungsraum kennengelernt. Fiir eine Matrix

aq bl C1
A = as by co € Mg(R)
az by c3

die aus den 3 Spaltenvektoren s1, s, s3 € IR® aufgebaut sein soll, gilt
A invertierbar <= {sy, S9, s3} linear unabhéngig <= das Spatprodukt (si, sq, s3) ist # 0.
Das Spatprodukt berechnet sich folgendermafien:

b2 Co b1 C1 bl C1
S81,82,83) = (S92,83,51) = (S X S3,81) = aq- —as - + as -
(123) (231) <2 31> 1b3 cs by s 3b2 ¢
= al(b203 - b302) - a2(b103 - b301) + a3(6102 - 5201)
= a1b203 - ClegCQ - CLleCg —+ a2b301 -+ a36102 — a3b201 =: det(A)

Durch diesen letzten Ausdruck kann die Determinante einer (3 x 3)-Matrix definiert werden.
Es wird also die Berechnung der Determinante einer (3 x 3)-Matrix auf die Berechnung der
Determinanten von drei (2 x 2)-Matrizen zuriickgefithrt. Man sagt hier, da§ det(A) durch
Entwicklung nach der ersten Spalte berechnet wird. Dieses Verfahren werden wir spater
verallgemeinern.

Auch hier gelten die im Falle n = 2 aufgelisteten Eigenschaften, was im einzelnen nachgepriift
werden mufl . Fiir ein LGS Az = d (€ R?) hatten wir schon frither die Cramer’sche Regel

T1
kennengelernt: im Falle det(A) # 0 ist | 22 [ mit
I3
(d, 82753) . (Slada 83) . (81,52,d)

Ir =

det(A) T Tdet(4) 0 T T det(A)

die eindeutig bestimmte Losung von Az = d.

Ziel: Wir wollen einer quadratischen Matrix A € M, (K) eine skalare Grofe det(4) € K
zuordnen, an der man u.a. ablesen kann, ob A invertierbar ist oder nicht, d.h. es soll gelten:

A invertierbar <= det(A) #0
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Determinantenformen

Wir wollen zunéchst Determinantenformen auf Vektorradumen durch allgemeine Eigenschaften
definieren, die wir in den vorherigen Beispielen vorgefunden haben.

(19.1) DEF: Seien V ein K-Vektorraum, n € IN und f: V" — K eine Abbildung.

a) f heifit n—linear (oder eine n—Linearform auf V'), wenn fiir alle ¢ € {1,2,...,n} gilt:
f(vb s Ui, Ui—i_vgu Ui+17 R Un) == f(U17 ey Vi1, 04, UZ'+17 L 7Un)+f(vl7 ... 7,02‘717,111{7 UZ'+17 o 7Un)
f(Ul, ey Vi1, - Vi Vg 1y v - oy Un) =a- f(Ul, B VP I O O VST [ ,Un)

fir alle vy, ...,v;,0,...,0, €V , a € K.
b) f heiit alternierend, wenn gilt:
flor, oo vy Uy ooy 0y) = 0, falls vy = v, flir i # k

c) f heiBt schiefsymmetrisch, wenn gilt:

F1, e U Uy ey 0n) = —f(V1, 0o Uky ey Uy ey 0y) fliT @ # K

(19.2) BEM: a) Essei f: V" — K eine n-lineare Abbildung, und es sei k € {1,2,...,n}
ein fester Index. Ferner seien vq,..., v _1,Vkyi1, ..., 0, feste Vektoren aus V. Dann definiert f
eine Abbildung fj : V — K durch

(@) = f(v1,. . 01,0, Vps1s -, 0n) (YU EV)

Diese Abbildung f; ist nach Definition der n—Linearitat eine K-lineare Abbildung. Insbeson-
dere gilt fr(oy) = Ok, d.h. es ist

flor, .. vk, .., vn) =0k falls v = oy flrein k € {1,2,...,n}

3
b) Seien V:=R*, f: V2 — R, f(v,w) :=> ab; fir v = (a;),w = (b;) € R’. Diese

i=1
Abbildung f ist 2-linear (oder bilinear), und es gilt f(v,w) = f(w,v) (Vv,w € V). f heifit
deswegen symmetrisch.

c) V=R?, f:V2—R, fv,w):=aby — asb;.

f ist dann 2-linear, alternierend und schiefsymmetrisch. Ist ndmlich A € My(IR) die Matrix
mit den Spalten v und w, so gilt gerade f(v,w) = det(A).

d) Die Menge der n-linearen (alternierenden bzw. schiefsymmetrischen) Abbildungen von V"

nach K ist ein Unterraum des K—Vektorraumes A(V™, K) aller Abbildungen von V" nach K.

(19.3) SATZ: Fiir eine alternierende n-lineare Abbildung f: V" — K gilt:
a) f(uy,..., v+ avg, ..., V%, ..., 0,) = f(vr, .. 00 Uy ey op) fir i £ kja € K

b) f ist schiefsymmetrisch
c) Ist {vy,...,v,} CV linear abhéngig, so folgt f(vy,...,v,) =0k
d) dimg(V)<n == f=o0 (Nullabbildung)
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(19.4) LEMMA: Sei f : V* — K eine schiefsymmetrische Abbildung und 7 € S,, eine
Permutation. Dann gilt

J (V1) Vr2)s - - Vn(n)) = £f (01,02, ..., 0p)

(19.5) SATZ: f:V"™ — K sei eine alternierende n—lineare Abbildung, und {vy, ve,...,v,}
sei eine Basis von V. Dann gilt

f(v1,v9,...,v,) =0 = f =0 (Nullabbildung)

(19.6) DEF: V sei ein K—Vektorraum der Dimension n. Eine Abbildung d : V" — K heifit
eine Determinantenform auf V', wenn gilt:

a) d is n-linear und alternierend
b) d#o.

(19.7) FOLG: V sei ein n—dimensionaler K—Vektorraum und d : V" — K eine Determi-

nantenform auf V. Fiir Vektoren vy, vy, ..., v, € V sind folgende Aussagen dquivalent:
a) d(vy,va,...,v,) # 0k

b) {vi,ve,...,v,} ist linear unabhéngig

c) {vi,v9,...,v,} ist eine Basis von V' .

(19.8) LEMMA: V sei ein n—dimensionaler K—Vektorraum und d : V" — K eine Deter-
minantenform auf V. Ist dann f eine beliebige alternierende n—lineare Abbildung, so gibt es
genau ein ¢ € K mit f=ad .

(19.9) SATZ: Eindeutigkeitssatz fiir Determinantenformen

V sei ein n—dimensionaler K—Vektorraum mit einer Basis {vq, va, ..., v,}. Dann gibt es h6chstens
eine Determinantenform d auf V' mit

d(Ul,Ug, Ce ,Un) = 1[(

(19.10) SATZ: Existenzsatz fiir Determinantenformen

V sei ein n—dimensionaler K—Vektorraum mit einer Basis {v1, vs, ..., v,}. Dann gibt es (genau)
eine Determinantenform d auf V' mit

d(Ul,Ug, Ce ,Un) = 1[(

(19.11) FOLG: Sei V := K™ und {ey, es, ..., e,} die kanonische Basis von K™. Dann existiert
genau eine Determinantenform d,, : V" — K mit

dn(el,eg, .. -7€n> = 1K



