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§12 Erzeugendensysteme und Basen von Vektorridumen

(12.1) DEF: V sei ein Vektorraum iiber IR .

a) FEine Teilmenge E C V heifit ein Erzeugendensystem (abgekiirzt EZS) von V', wenn
gilt
Lr(E)=V

b) V heifit endlich erzeugbar, wenn V ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

(12.2) BEM: a) Ist FE ein EZS von V/, so 1483t sich jeder Vektor aus V' als Linearkombination
von endlich vielen Vektoren aus E darstellen (nicht notwendig eindeutig) .

b) Es gilt immer Lg (V) =V (d.h.V ist ein EZS von V).
c) Ist E ein EZS von V| so ist auch jede Teilmenge F mit E C F C V ein EZS von V.
d) Ist V endlich erzeugbar , so muf} nicht jedes EZS von V' endlich sein.

e) Lr(0) = {ov} = Lr(ov).

(12.3) BEISPIELE: a) Die Menge der Einheitsvektoren im IR™ ist ein (endliches) EZS
von R™ | IR"™ ist also endlich erzeugbar.

b) Die Menge der Basismatrizen ist ein (endliches) EZS von M, »(IR), d.h. M, »(IR) ist
endlich erzeugbar .

c) Die Menge £ der Folgen €; (¢ € IN \ {0}) aus Fo(IR), die die Glieder §;, an der k—ten
Stelle haben, ist ein (unendliches) EZS des Vektorraumes Fo(IR) .

d) Der Vektorraum Fo(IR) ist nicht endlich erzeugbar.

(12.4) LEMMA: Seien ECV , v € V\ E und F := E U {v}. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) Lr(F) = Lr(E) b) v € Lr(F).

(12.5) SATZ: SeiT = {v1,v2,...,0,} C V eine endliche Teilmenge. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) T ist linear abhéngig.
b) Esgibt ein k € {1,2,...,n} mit vy € LR(V1y. ., Dgyer.,Vpn).
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(12.6) FOLG: Eine endliche Teilmenge T' C V ist genau dann linear unabhéngig, wenn
sich kein Vektor aus T als Linearkombination der iibrigen Vektoren aus T' darstellen 148t.

(12.7) DEF: Seien V ein Vektorraum und T' C V eine beliebige Teilmenge.
a) T heifit linear abhingig, wenn gilt

i) T#0
ii) Es gibt einv € T mit v € Lr(T \ {v}).

b) T heifit linear unabhingig, wenn T nicht linear abhéngig ist.

(12.8) BEM:

es gibt ein v € T und (endlich viele) Vektoren
ViyeoeyUp €E T\ {v} mitv € Lr(viy...,vyn)

a) T linear abhéngig =
<> es gibt eine endliche linear abhéngige Teilmenge von T’
<

entweder T =Q oder Vv €T : v & Lr(T \ {v}).
<= jede endliche Teilmenge von T ist linear unabhéngig .

b) T linear unabhéngig

c) Im Falle einer endlichen Menge stimmt die obige Definition mit der fritheren iiberein
d) Enthélt eine Teilmenge T' C V' den Nullvektor, so ist T' linear abhéngig .

(Es gilt dann nédmlich oy € Lr(T \ {ov}) )
e) T ={v}:

T linear unabhéingig <— v € Lr(T\{v}) ={ov} <= wvF#ov

T linear abhéngig <— v =ovy

(12.9) BEISPIEL: Die unendliche Menge € := {&;|¢ € IN \ {0} } C Fo(IR) ist linear
unabhéngig (s. (12.3c) )

Ein linear unabhéingiges EZS E eines Vektorraumes lafit sich nach (12.4) nicht mehr verklein-
ern. Sonst miifite ein Vektor aus E eine Linearkombination von anderen Vektoren aus FE sein.
Wir kommen jetzt zu einer ganz wichtigen Definition:

(12.10) DEF: V sei ein Vektorraum iiber dem Koérper IR. Eine Teilmenge B C V
heifit eine Basis von V', wenn gilt:

i) B ist linear unabhéngig und

ii) B ist ein Erzeugendensystem von V.
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(12.11) BEISPIELE: a) Die Menge &, := {e1,...,e,} aus den Einheitsvektoren des
IR"™ ist eine Basis von IR"™. Sie wird die kanonische Basis von IR™ genannt. &,, ist nach
(11.8c¢) linear unabhingig und nach (12.3a) ein EZS von R™ . Es gilt |€,| = n.

1 0 0 1 1 1
b) Die Teilmengen &z = o], 1 }|,| o0 , o], 1], 1 ,
0 0 1 0 0 1
1 0 0
1 ], 1], 1 sind alles Basen von IR® (leichtes Nachpriifen!) . Ein Vek-
0 0 1

torraum hat also i.a. mehrere Basen. Es gilt sogar, da IR® unendlich viele Basen besitzt.
Spiter werden wir sehen, daff jede Basis von R® genau 3 Elemente enthélt.

c) Die Menge {Eix|i=1,...,m, k =1...,n} der Basismatrizen ist eine Basis des
Vektorraumes My, , (IR) (EZS nach (12.3b), linear unabhiingig nach den Ubungen) . Sie hat
m - n Elemente.

d) € :={e;|]i € N\ {0}} C Fo(IR) ist eine (unendliche) Basis von Fo(IR) (linear
unabhéngig nach (12.9) und EZS nach (12.3c)). Eine endliche Basis von Fp(IR) kann es
nicht geben, da sonst Fo(IR) im Widerspruch zu (12.3d) endlich erzeugbar wére.

e) 0 ist eine Basis des Nullraumes O = {ov }.

(12.12) LEMMA: T C V sei linear unabhingig und v € V' \ T'. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) T U {v} ist linear unabhéngig

(12.13) SATZ: Fiir eine Teilmenge B C V eines Vektorraumes V sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) B ist eine Basis von V.

b) B ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V'

(d.h. B ist linear unabhingig und jede echte Obermenge von B ist linear abhéngig).

c) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V
(d.h. B ist ein EZS von V und keine echte Teilmenge von B ist ein EZS von V).

Wir werden im folgenden in erster Linie nur noch endlich erzeugbare Vektorrdume unter-
suchen. Solche Vektorrdume haben immer eine endliche Basis.

(12.14) SATZ: Ist E cin endliches Erzeugendensystem eines Vektorraumes V', so enthélt
E eine (endliche) Basis von V.

(12.15) FOLG: Jeder endlich erzeugbare Vektorraum besitzt eine (endliche) Basis.
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(12.16) BEM: Der Vektorraum Fo(IR) ist zwar nicht endlich erzeugbar (12.3d), besitzt
aber trotzdem eine (unendliche) Basis (12.11d). Mit transfiniten Methoden (ZORNsches
LEMMA), die hier nicht behandelt werden konnen, 148t sich beweisen, daf§ jeder Vektor-
raum eine Basis besitzt .

(12.17) SATZ: Eine Teilmenge T' = {v1,...,v,} C V ist genau dann linear unabhéngig ,
wenn sich jeder Vektor aus Lgr (T") in eindeutiger Weise als Linearkombination von vy, ..., vy
darstellen 1483t .

(12.18) FOLG: Eine Teilmenge B = {v1,...,v,} ist genau dann eine Basis von V|
wenn sich jeder Vektor aus V in eindeutiger Weise als Linearkombination von vy,..., v,
darstellen 1483t.

(12.19) LEMMA: Sei T C V ecine endliche Teilmenge und B eine maximale linear
unabhéngige Teilmenge von T'. Dann ist B eine (endliche) Basis des Untervektorraumes
Lr(T).




