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8§10 Lineare Gleichungssysteme

(10.1) Bezeichnungen: Ein System

a1+ a22 + ...+ ainTn, = by
az1x1 + a22T2 + ...+ aznTn, = b2

(%)
am1x1 + amex2 + ... + Gy, = by,

\

aus m linearen Gleichungen mit reellen Koeffizienten fiir n Unbekannte heiflt ein lineares
Gleichungssystem (LGS) iiber R.

Mit der Koeffizientenmatrix

aii aiz ... Qin
a21 22 ... Q2n
A = . . . E Mm,n(]R,)
AGmi Am2 .. Qmn
b1
b2
und dem Vektor b = _ € R™  der rechten Seite lifit sich das LGS (%)
bm
darstellen in der Form
A-x=b,
I
T2
wobei x = . der Spaltenvektor der Unbekannten ist.
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Die Matrix
aix a2 ... Qin b1
az; azz2 ... Q2n b2
(Alb) = : : : : € Mm’(n‘i'l) (]R')
aAm1 A2 e e An bm

heiflit die erweiterte Koeffizientenmatrix von (x).

Y1
Y2

Ein Spaltenvektor y = ' € R™ heifit eine Loésung von (%), wenn A.-y = b gilt.
Yn

Los(A,b) :={y|y € R", Ay = b} heifit die Losungsmenge von (*).

Das LGS Az = b heifit 16sbar, wenn Los(A,b) 7 0 ist, ansonsten unlésbar .

Das LGS Ax = b heiflit homogen, wenn b = o0,, der Nullvektor ist, ansonsten
inhomogen .

Probleme:
e Wie laf3t sich rechnerisch feststellen, ob ein Gleichungssystem lésbar ist oder nicht ?
e Was 148t sich iiber die “Grofle” der Losungsmenge aussagen ?
e Was 14t sich iiber die Losungen aussagen ?

e Wie lidfit sich die Losungsmenge rechnerisch bestimmen ?
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(10.2) SATZ: Die Losungsmenge des LGS’s

a1y + a2+ ...+ ainr, = b1
a21x1 + a2z + ...+ axn, = b2

(%)
am1x1 + amex2 + ... + Gy, = by,

\
andert sich nicht unter den folgenden Operationen:

I) Vertauschung zweier Gleichungen

IT) Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalar # 0

ITT) Addition des skalaren Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Bew: I) ist klar.
IT) Wir multiplizieren die j—te Gleichung mit  # 0 und erhalten das LGS

([ anxi + a2+ ...+ a1, = by
(%%) raji1c, + rajrz + ...+ rajnpr, = 7rbj
Am1T1 + Gm2T2 + ... + Ayn Ty - bm

\

Es sei L die Losungsmenge von (%) und L’ die von (x%). Beh: L = L’
Ist y = (yx) € L beliebig, so gilt fir allez =1,2,...,m

a;1Y1 + @i2yY2 + ... + QinYn = b;
insbesondere also fiir ¢ = j
aj1y1 + aj2y2 + ...+ ajnyn = b;
Multipliziert man diese Gleichung (auf beiden Seiten) mit r, so ergibt sich
r(aj1y1 + ajeyz + ... + ajnyn) = raj1y1 + rajyz + ... +rajpy, = rb;

d.h. y ist auch eine Losung von (%%), ist also ein Element von L’.

Ist umgekehrt y = (yx) € L’, so sind alle Gleichungen von (%%) erfiillt, insbesondere gilt
raji1ys + raj2y2 + ... + rajnyn = rb;
Multiplikation dieser Gleichung mit =1 (nach Vor. ist r # 0!!) ergibt
aj1y1 + aj2y2 + ... + ajnyYn = b;

so dal y1,...,¥yn alle Gleichungen von (%) erfiillen, also y € L.
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ITI) Sei r € R. Wir addieren das r—fache der i—ten Gleichung zur j—ten Gleichung (7 # j)
und erhalten das folgende LGS:

( 111 + @122 + ... + A1, Ty = b1
a;1¢1 + a2z 4+ ... 4+ ainTy = b;
(% * %)
(aj1 + rai)xs + (aj2 + rai2)xz2 + ... + (ajn + r@in)Tn = bj +1b;
Am1T1 + Gm2T2 + ... + G Ty, = bm

\

Es sei L die Losungsmenge von (%) und L’ die von (% x x). Beh: L = L”

Ist y = (yx) € L, so gilt insbesondere
ai1y1 + ai2y2 + ... + QGinYn = b;

aj1y1 +aj2y2 + ...+ ajnyn = b;.
Die Addition der mit » multiplizierten ¢-ten Gleichung zur j-ten Gleichung ergibt

(aj1 +ra;1)yr + (aj2 + rai2)yz + ... + (@jn + rain)yn = b; +1b;

Damit erfiillen yq,...,y, alle Gleichungen von (* % %), also y € L” . Ist umgekehrt y =
(yx) € L”, so gilt insbesondere

a;1y1 + ai2y2 + ... + ainyn = b;

(aj1 + rain)ys + (aj2 + ragp)yz + ... + (ajn + rain)yn = b; +1b; .

Addiert man nun zur unteren Gleichung die mit —r multiplizierte +—te Gleichung, so ergibt
sich
aj1y1 +aj2y2 + ...+ ajnyn = b;.

Folglich erfiillen yq,...,y, alle Gleichungen von (%), d.h. y € L. Insgesamt ist damit
L = L gezeigt.

(10.3) DEF: Unter einer elementaren Zeilenumformung einer Matrix versteht man
eine der folgenden Umformungen:

I) Vertauschung zweier Zeilen
IT) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar 7% 0

IIT) Addition des skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

(10.4) BEM: Die Losungsmenge eines LGS’s Ax = b dndert sich nicht, wenn man an der
erweiterten Koeffizientenmatrix elementare Zeilenumformungen vornimmt.
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(10.5) BEISPIEL: Losung eines LGS’s

LGS
1 -|— 2%2 -|— 3&33 = 4
2%1 -|— 3%2 -|— 4&33 =
3.’131 -|- 4.’B2 -|- 5583 = 6

Addition der mit (—2) multiplizierten
1. GL zur 2. Gl. und der mit (—3) mul-
tiplizierten 1. GlL. zur 3. GI.

1 + 2x2 + 3x3 = 4
— Lo — 2.’B3 = -3
— 2x5 — 4x3 = —6

Addition der mit (—2) multiplizierten
2. Gl zur 3. GL

4
-3

+ 2z + 3x3 =

I

o 2%3

Multiplikation der zweiten Gl. mit —1

erweiterte Koeffizientenmatrix

~ W N

1
2
3

U W
S O s

Addition des (—2)-fachen der 1. Zeile
zur 2. und des (—3)-fachen der 1. Zeile
zur 3. Zeile

1 2 3 4
0O -1 —-2|-3
0 —2 —4| -6

Addition des (—2)-fachen der 2. Zeile
zur 3. Zeile

1 2 3 4
0O -1 —-2|-3
0 0 0 0

Multiplikation der zweiten Zeile mit —1

+ 3z3
+ 2x3

+ 2z

T2

T

= 4
3

1
0
0

S = N
S N W
S W

Der Matrix auf der rechten Seite entspricht das linksstehende LGS, das aus zwei Gleichun-
gen fiir drei Unbekannte besteht. Wir kénnen daher eine Unbekannte frei wéhlen (etwa
x3 = t € IR) und die anderen Unbekannten in Abhéngigkeit von ¢ bestimmen. Aus der
zweiten Gleichung ergibt sich damit 3 = 3 — 2¢ und aus der ersten

Ty =4—2x2—3x3=4—-6+4t—3t=-—-2+41
Damit hat die Losungsmenge das folgende Aussehen:

—241
3 —2t
t

Los(A,b) = teR

Jeder Losungsvektor hingt in diesem Falle von einem frei wihlbaren Parameter ¢t € IR ab.
Durch Einsetzen der Losungen in die drei urspriinglichen Gleichungen kann man die Probe
machen.



Chr.Nelius : Lineare Algebra I (WS 2004/05)

(10.6) BEISPIEL:

r1 — 2.’132 e 1
o -|- rLy = -1
T + x3 = 2
-2 0 1
0 1 -1
0 1 2
-2 0 1
1 -1
2 1 1
1 -2 0 1
-1
0o -1 3
-2 0 1
1 -1
0 1| -3
Wir erhalten aus dem zugehorigen LGS
T1 + 2x3 = -1
o + r3 = —1
3 -3
als einzige Losung:
r3=—-—3 — x2=—-1—2x3=2 — 1 =-1—-23=25
d.h. die Lésungsmenge ist
5
2
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(10.7) BEISPIEL:

1 + 2x2 + r3 = 1
2501 + 4.’,62 + 2.’,63 = -1
r1 — i) -|— r3 = 0

1
0 -3
-3 —1

Wir erhalten aus der letzten Zeile die Gleichung Ox7 + Oxs 4+ Oxz = —3.

Annahme: Es gibt eine Losung (yx) € IR®. Dann ergibt sich mit 0 = —3 ein Wider-
spruch. Das LGS ist also nicht losbar.

(10.8) BEISPIEL:

1 -|— i) -|— r3 —
37 + 6x2 4+ 3x3 = 3
21 + 4x9 + 2x3 = 2
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Wir erhalten das LGS
1+ 2x2 +x3 =1

das aus einer Gleichung fiir drei Unbekannte besteht. Wir konnen zwei Unbekannte frei wéhlen
und die dritte daraus berechnen:

Setze 3 =t € R, 20 = s € R =— x; = 1 — 2s — t. Die Losung héngt also von
zwei frei wihlbaren Parametern s und ¢ ab, die unabhéngig voneinander die reellen Zahlen
durchlaufen. Als Losungsmenge erhalten wir:

1—-—2s—1t
s r,s € R
t



