Lineare Algebra I (WS 2004/05)

Losungen 14. ﬂ'bung

48. Aufgabe: (2+2P)
a) Lineare Unabhdngigkeit: Seien «, 3 € R, so daBl vy + fve = 0. Dann gilt komponentenweise:
a+58=0,a+08=0,2a+08=0, 5a+ 3 =0, was nur erfiillt wird fiir « = 3 = 0.

1

0
Wir setzen vz := 8 , U4 1= <(1) . Behauptung: vi,vs,vs,vs bilden eine Basis von R*.
0 0
Beweis: Lineare Unabhéangigkeit. Seien a1, a9, as,as € R, so daf Z?:l a;v; = 0. Dann erfillt der
a1
Vektor (gg) das homogene Gleichungssystem:
Qg
1510 1
1 0 00 22| _y
2 0 0 1 T3 -
51 00 T4

Nach Umordnung der Spalten erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem:

1 0 5 1 T3
0 00 1 2
01 0 2 T2 o
0 015 1
und durch Vertauschung von Zeilen:
1 0 5 1 T3
01 0 2 T | _
0 015 x|
0 00 1 1
Qai 0
Das Gleichungssystem hat somit obere Dreiecksform und hat <g§> = (8) als einzige Losung.
oy 0
V1, V2, V3, V4 €rZEeugen R*: betrachte die Standardbasis €1,...,€4 VON R*. Wir haben v3 = e; und

vy = e3. AuBlerdem gilt: es = v — Svg + 24vs — 2v4 und e4 = vy — Svs, wie man leicht nachrechnet.
Da R* von den ¢; erzeugt wird, sind somit die v; ebenso Erzeuger des R

b) Wir betrachten vy, ...,v4 als Spaltenvektoren einer Matrix A:
0 1 1 4
6 2 3 7
A= 8 3 2 1
18 4 5 1

und suchen eine Losung des homogenen Gleichungssystems:

Az = 0.
Wir ordnen die Zeilen von A um:
6 2 3 7
0 1 1 4
18 4 5 1
8 3 2 1
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Wir subtrahieren das %—fache der ersten Zeile von der vierten und das 3-fache der ersten Zeile von der
dritten:

6 2 3 7T

01 1 4

0 -2 —4 -20|°
1 25

0o L 2 B

dann subtrahieren wir ein Drittel der zweiten Zeile von der vierten und das 2-fache der zweiten von
der dritten Zeile:

6 2 3 7
01 1 4
00 —2 —12]°

729
00 -3 —%F

und zu guter Letzt subtrahieren wir das %—fache der dritten von der vierten Zeile:

6 2 3 7
01 1 4
00 —2 —12
00 o -1

Somit ist das Gleichungssystem in obere Dreiecksform gebracht und es erlaubt somit nur x = 0 als
Losung, d.h. vy, ..., v sind linear unabhéngig.

Behauptung: v1,vs,v3, w bilden eine Basis des R*.

Beweis: Es genligt zu zeigen, dafl v4 in der linearen Hiille von vy, vs, vs, w liegt. Dies ist dquivalent
dazu, dal das inhomogene Gleichungssystem

ro + x3 + Ty = 4

6rxr1 + 229 + 3x3 + bdxry = 7
81 + 3x9 + 2x3 + Ty = 1
18z1 + 4zo + ors + 1924 = 1

eine Losung besitzt. Berechnung nach dem Standardverfahren ergibt die Losungsmenge:

10
21
{ 29 }’
also ist vg € LR (v1,v2,v3,Ww). qed

50. Aufgabe: (4P)

Wir fithren eine vollstéandige Induktion nach der Dimension von V' durch.

Induktionsanfang: Sei dimV = 1, dann gilt fiir jeden Untervektorraum W C V, dal dim W € {0, 1}.
Ist dim W = 0, so ist W = {0}, und ist dim W = 1, so ist W = V. Also hat jede maximale Folge von
Untervektorrdumen die Lange 1.

Induktionsvoraussetzung: Fir n > 0 und einen n-dimensionalen Vektorraum W gilt: h(W) = dim W.
Induktionsschritt: Sei dimV =n+1und V1 G --- SV, = V eine Folge von Untervektorrdumen von
maximaler Lange. Behauptung: dim V,_1 = n. Beweis durch Widerspruch: angenommen, dim V,_; =
s < n, und vy,...,vs eine Basis von V,._;. Dann existieren nach dem Basisergénzungssatz Vektoren
Wet1y- .-, Wptl, Wwobeli n —s >0, so dal vy,...,vs, Wst1,-.., Wyt eine Basis von V bilden. Dann ist
jedoch z.B. Lg(v1,...,vs,wst1) ein Untervektorraum von Dimension s + 1 von V, der V,_; enthélt
(aber nicht mit V tibereinstimmt), d.h. also, es gibt eine Folge von Untervektorraumen

‘/1 ;""/7’—1 ;ﬁR(Ula"'7v87w8+1) ;W‘:M
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was ein Widerspruch zur Maximalitat der Folge V; ; ; V.. ist. Es folgt also, dafl dim V,._; = n.
Also: h(V)=h(V,—1)+1=dimV,_1+1=n+1. qed

51. Aufgabe: (1+1P)
a) Nach Definition ist V' x W die Menge aller Paare (v,w) wobei v € V und w € W, wobei die
Addition auf V' x W definiert ist als (v, w) + (v, w') = (v+ 0", w+w'), wobei (v, w), (v',w') € V x W.
Wir stellen zunéchst fest, da$ V' x {0y } und {0y } x W Untervektorrdume von V x W sind (d.h. wir
sparen uns hier den Beweis nach dem iiblichen Schema). Fiir ein beliebiges Element (v, w) € V- x W
schreiben wir: (v,w) = (v,0) + (0,w) € (V x {Ow}) + {0y} x W), dh. VxW = (V x {Ow}) +
({0y} x W). Sei nun (v,w) € (V x {Ow}) N ({Oy} x W), dann folgt sofort v = w = 0, also ist
(V x{0w}) N {0y} x W) = {0} und somit V x W = (V x {Ow}) ® ({Oy} x W).

b) Behauptung: Die Elemente (v1,0),..., (vp,0), (0,w1),...,(0,w,,) bilden eine Basis von V' x W
(daraus folgt unmittelbar, dafi dim(V x W) =n+m = dimV + dim W).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, da die (v1,0),..., (vy,0), (0,w1),...,(0,wy,) linear unabhéngig sind.
Dazu seien aq,..., 0y, 31,...,0m € R, so daB > a;(v;,0) + >, 5;(0, w;) = 0. Dann:

n

(0,0) = i(v:,0) + > Bi(0,w;)
=1

i=1
n m

= (D e, Y Biws),
i=1 i=1

also Z?Zl a;v; = 0 und Z:il Giw; = 0. Da aber die v; und w; Basen von V bzw W sind, folgt,
daB oy = -+ = a, = 01 = -+ B, = 0, also sind die (v1,0),...,(v,,0), (0,w1),...,(0,wy,) linear
unabhéngig.
Wir zeigen jetzt, dafl die (v1,0),..., (vs,0), (0,w1),...,(0,wy,) den Vektorraum V' x W erzeugen.
Sei (v,w) € V x W, dann koénnen wir schreiben: (v,w) = (Z?Zl Qi Y iy ﬁzwz) fir aq,...,an, 31,
., Bm € R, also: (v,w) = (X1 o, doiey Biws) = >oiy aivi, 0) + >0 3i(0,w;). qed

52. Aufgabe: (2+2P)
a) Wir zeigen, dal F die Axiome U1, U2, U3 aus Def. 10.13 der Vorlesung erfiillt. Seien a := (a,)nen
und b := (b, )nen Elemente aus F', dann gilt fiir jedes n > 0: any2+bpt2 = (an+ant1)+ (bn+bnt1) =
(an + bp) + (an41 + bpt1) und somit a + b € F, d.h. U1 ist erfiillt.

Die Nullfolge ist trivialerweise in F' enthalten = U2.

Seien nun a € F und r € R, dann gilt fir jedes n > 0: r-apia =7 (ap +apy1) =7 ap + 7 apt1,
d.h. r-a € F und somit U3 erfiillt.

b) Wir betrachten die Folgen e = (e, )nen und f = (fy)nen, die induktiv wie folgt definiert werden:
eo=1, e =0 und eypi2=-¢e,+eps fiirallen >0

sowie
Jo=0, fi=1 und for2=fo+ fap1 firallen >0

Nach Konstruktion sind beide Folgen in F' enthalten. Wir miissen zeigen, dafl e und f linear un-
abhangig sind und F' erzeugen.

Lineare Unabhdngigkeit: Seien «, 5 € R, so dal ae + Sf = 0 (d.h. gleich der Nullfolge), dann gilt
komponentenweise:

aep + Bfo =0, ae+Bf1=0.
Daeg =1, fo=0und e; =0, f; = 0, folgt sofort, dal a = 8 =0, d.h. e und f sind linear unabhéngig.
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e und [ erzeugen F': Sei a = (an)nen € F beliebig. Wir behaupten, dal a = ag- e+ a; - f, d.h.
dafl a, = ag - e, + a1 - fp fiir jedes n € IN. Wir fiihren den Beweis durch vollstéandige Induktion.
Induktionsanfang: Fir n =0 gilt: ag-eg+ a1 - fo=a9g+0=ag und fir n =1 gilt: ag-e; +ay- f1 =
0 + a] = ax
Induktionsvoraussetzung: es gelte:

Up—1 = Qg - €p—1 + a1 - fp1 und ap, = ag - e, + a1 - fp

fir n > 0.
Induktionsschritt: wir rechnen:

ag - ent1+ 01 frne1 =ag- (en + €n_1) +az - (fn + fn—l) dae, feF
= (ap-en+ar- fn)+ (a0 - en—1+a1- frn1)
=ap + an-1 nach Induktionsvoraussetzung
= ant1 da a € F.

Damit ist {e, f} eine Basis des Untervektorraumes F', und es folgt dim F' = 2. qed



